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Ce développement montre une application directe des séries pour prouver
qu’un nombre est irrationnel ou transcendant. Les résultats démontrés reposent
en grande partie sur le fait que les restes des séries considérées tendent ”trop
vite” vers 0.

Il est en deux parties, a savoir :
1. Une preuve que e est irrationnel.
2. La construction (explicite) d’'un nombre transcendant.

Pour ce qui est des références : il n’y en a pas. Cependant, pour les recherches,
on peut regarder aux entrées :

o critere d’irrationalité
e critere de transcendance

e nombres de Liouville.

1 e est irrationnel
Pour prouver que e est irrationnel, on a besoin du

Lemme 1.1 Soit a € R. On suppose qu’il existe deuzr suites (T )n, (Yn)n € ZN
telles que pour tout n, ypa + x, # 0 et ypa + x, — 0. Alors a est irrationnel.

Preuve du lemme. Soit a € Q. On pose a = % oup,q€Z,q#0. Pour u,v € Z
(v #0) avec uz +v # 0, on a

|vp + uq|

lq|

et comme |vp+ug| est un entier non nul, il est supérieur a 1. D’ol |vx+u| > Tl
Donc les hypotheses du lemme ne peuvent pas étre vérifiées pour a rationnel,
ce qui prouve le résultat par contraposée. [

0# vz +u| =



Preuve de lirrationalité de e. On définit pour tout n, les entiers ¢, = n! et
Pn =Y 1o Z—;, de sorte que

=~ n! > 1 1 1
0 # gne — pn = E — == E = — 0.
| k _ 1
k=n-+1 k! k=n+1 (77, + 1) n+l1l n+1

Donce ¢ Q. O

2 Existence de nombres transcendants (construc-
tion explicite)

De méme que précédemment, on commence par un lemme.

Lemme 2.1 Soit a € R un nombre algébrique. Il existe d € N et C > 0 tels

que pour tout p € Z et q € N*,

C
g#a = |a78|2—d.
q q

S

Preuve du lemme. Soit P € Q[X] le polynéme minimal de a. On pose d = deg
P et on se donne [ € Z non nul tel que @ := [P € Z[X]. Comme a est racine
simple de @, il existe » > 0 tel que

Ve ela—r,a+7]\{a} Qx)#0.

Mais alors, par I'inégalité des accroissements finis, on dispose de M > 0 tel que
Vz € [a—r,a+7] |Q(2)-Q(a)] = |Q(z)] < Mlz—al, ie |z—a] > M 1|Q(z)|.
SiZela—r,a+r]\{a}, on a, en posant @ = ZZ:O b XF,

d _
_ o bert T 1
q? — gl

p
0 # |Q(a)\

par le méme argument que précédemment. D’ott |2 —a| > X4 et on a le résultat
q Mgq

en posant C' = min (47,7). O

Construction d’un nombre transcendant. Montrons que

oo
a=>Y» 107"
k=0

est transcendant. On définit pour tout n, les entiers ¢, = 10™ et p, =
> ko 10™* de sorte que

P = —k! _ —(n+1)! — k10 —(n41)! _ 10 1
0#|a— == Y 107" =< 10 > 107k =—10 =——
I k=0 9 9 qn

ce qui contredit le lemme précédent : a est donc transcendant. [



