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Théo. Pour n # 6, tout automorphisme de S,, est intérieur.

Prop. Soit ¢ € Aul(S,), si ¢ transforme les transpositions en transposi-
tions, alors ¢ est intérieur.

Démonstration.
On sait que le groupe S,, est engendré par les transpositions. On a méme
que S, est engendré par les transpositions de la forme 7; = (1 ¢) pour i > 2.

En effet, pour 4,5 € [1,n], (¢ j) = (1 5)(1 i)(1 j).

Par hypothese, on a donc que, pour tout ¢ > 2, ¢(7;) est une trans-
position.

De plus, pour ¢,j € [2,n] tels que i # j, 7; et 7; ne commutent pas, donc
¢(7:) et ¢(7;) ne commutent pas. Ainsi, ces deux transpositions ne sont pas
disjointes.

Si on pose ¢(12) = (a1 ), on peut supposer, quitte a renuméroter que
o(m3) = (aq ag). On peut donc écrire ¢(1;) = (aq ;) pour ¢ > 3 avec
{a, ..y} ={1,...,n}.

En effet, s'il existait ¢ € [2,n] tel que ¢(7;) = (a2, a3), comme
(a1 az)(en as)(az as) = (o as)
On aura, en appliquant ¢~ 1,
(12)(13)(14) = (13),

or (12)(13)(1¢)=(1732).
Les «a; sont distincts sinon ¢ ne serait pas injective. Posons maintenant

(1 2 ... n)
o =
a; Qo ... QOp

On a donc que, pour tout i € [2,n],

io(7;) = aria™t = (a1 o) = ¢(7)
Ainsi, i, et ¢ coincident sur les (7;) qui engendrent S,,. Ainsi, on a ¢ = i,
et donc ¢ est bien intérieur. O]

Lemme. Soit s € S,,, on suppose que n = ky +2ko+...+nk, avec k; € N et
que s est le produit de ky +...+k, cycles disjoints (ky 1-cycles, ko 2-cycles,...,
k, n-cycles).

Alors, si ¢(s) est le centralisateur de s, on a

lc(s)| = T kili™.
i=1

Démonstration. Un i-cycle peut s’écrire de ¢ manieres différentes. Ainsi,
pour un ¢-cycle choisi, il y a ¢ éléments dans son centralisateur. Pour trouver,
le cardinal du centralisateur d’un produit de k; i-cycles, il faut tout d’abord
choisir un ¢-cycle. On a donc k; choix puis ¢ éléments dans le centralisateur.
On choisit ensuite un deuxieéme i-cycle, on a k; — 1 choix possibles et i
éléments dans le centralisateur. Ainsi, le centralisateur d’'un produit de k;
i-cycles a k;!i* éléments. On fait ce raisonnement pour les cycles de toutes
les longueurs de s et on obtient le résultat. O]

Démonstration. Soit ¢ un automorphisme de S,,. Si 7 est une transposition,
¢(7) est d’ordre 2, alors ¢(7) est donc produit de k transpositions disjoints.
Par ailleurs, on a ¢(c(7)) = ¢(o(1)).

Soit T € S,,.

Soit o € ¢(7). On a donc o7 = 70.

Il existe 0,79 € S, tels que 0 = ¢~ (op) et 7 = ¢~ (7). Ainsi,
QS*I(U()T()) = ¢71(7'000) et donc oy = T909.

Par conséquent, ¢(c) = o € c(79), ie, o € ¢~ (c(79)).

On a donc ¢(1) C ¢~ L(c(o(7))) ie ¢(c(7)) C (c(o(T))).
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Soit 7 € S,,. On a A = 17 donc ce trindbme n’a pas de solution entiere. ABSURDE.
Si o € ¢(¢p(1)) alors (1) = ¢(T)0. e Si k=3, alors
Il existe o € S, tel que o = ¢(0p).

n—2
P(00)p(7) = ¢(7)9(00) ie ¢(ooT) = P(T09) ie 00T = T0g ( 4 ) =le n-2)n-3)n-4)n -5 =4sn=6

. . . —1 . s N 1972 L7
Alnsi, on a 0y € ¢(7) ie ¢™"(0) € ¢(7) ie 0 € P(c(r)) d'ott 'égalite. On a donc montré que si n # 6, ¢ transforme les transpositions en trans-

positions. D’apres la proposition, on obtient donc le résultat. O
Ainsi, on a |e(7)| = |p(e(T))]| = |e(o(T))]. D’apres le lemme précédent, on a
{ le(T)] = (n—2)! x 1"2 x 1! x 21 = 2(n — 2)!
|e(@(7))] = (n — 2k)! x 17728 x k128 = 2Fkl(n — 2k)! Lecons possibles : 101 - 104 - 105 - 108
On obtient donc 'égalité
2(n — 2)! = 28k!(n — 2k)! & (n—2)! =28 1k!(n — 2k)!
(n—2)!
=1
T gl — 2k))
- (52) % (2k — 2)!(n — 2k)! _
2k=1k(n — 2k)!
n—2
- (po2) X 2k =2)t
2k—1k] B
- (32 x(2k—2) x (2k—4) x .. x2x (2k—3) x 2k —5) X .. x3x 1 _1
2k-1f! B
- (%) x 2571k — 1)1 x (2k —3) x (2k — 5) x ... x 3 x 1 ,
2k=1k B
- (%) x (2k—3) x (2k —5) x .. x 3 x 1 _,
k

Or 2k — 3 > k si et seulement si k£ > 3. Ainsi, on a k < 2.
e Si k=1 alors OK
e Si k=2 alors

(n;) :1@((:__42))!!2:2(:)(71—2)(71—3):4(:>n2—5n+2=0.




