DEVELOPPEMENT 5

DUAL DE L?([0,1],dz) POUR 1 <p <2

On considere un entier 1 < p < 2 et ¢ € N* tel que % + % =1.

Lemme. — Si f € L*([0,1],dx) alors f € LP([0,1],dx) et £, < £ 15

Démonstration. — Puisque 1 < p < 2, on a % > 1, soit 7 tel que %—}—% = 1. On applique alors I'inégalité
de Hélder a |f[” T 47 de sorte que

17 onlly < APz 0], < A7

i.e.

[ar<([ami) =
d’on f e LP et [[f]l, < [|f]l2- -
Proposition. — L’application g — Ty, ot T4( / f(z)g(x)dz, définit une isométrie linéaire de
L7 sur (LP)'.

Démonstration. — Si g € L1 et f € LP alors I'inégalité de Holder donne

To(H < Nlgllg 171,
done Ty € (LP)" et || Tyl < llgll,-

On considére u mesurable de module 1 telle que g = u|g| et on pose p =7 |g|q_1. Comme ¢ = p(q—1),

on a 1 1
—1
|z = / g/ VP = / 9]¢
0 0

[Ta (@I < NIl el

[ <imn ([ g\q)
= ([ \gw)l_’l’ ([ W)é ~ gl

Ainsi g — T, est une isométrie de L9 dans (LP)’.

d’ou ¢ € LP et il s’ensuit

i.e.

d’ou

Montrons que cette isométrie est surjective. Soit £ € (LP)’. D’apres le lemme, on a L? C LP donc on
peut considérer la restriction ¢ de ¢ & L?. Pour tout f € L?, on a

[T < el A1, < el [1F1]
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i.e. ¢ € (L?)'. Puisque L? est de Hilbert, il existe g € L? telle que
1
vie i) = [ rgans
0
Pour conclure, il reste a montrer que g € LY et que 'égalité précédente est vraie pour tout f € LP.

Comme plus haut, on note g = u|g| et, pour tout n > 1, on pose f, = U|g|q_1 jgj<ny de sorte que
f € L™ et a fortiori f € L?. On a

1
P
/Iglq Ugig1<ny = £(fn) < el 1 £ll, = 11211 </ g ]l{|g§n}>

1 11
( / |g|qn{g§n}) _ ( / |g|qn{g|§n}) < el

D’apres le théoreme de convergence monotone, on a

INTERY
i ([l e ) = ([ 1017)" =1l

donc g € L7 et [|g][, < [I€]|. Ainsi, on a

d’ou

Vf e L U(f) = Ty(f).

Les applications £ et T, sont continues sur L? or L? est dense dans LP donc

Vfe Ll Uf) =Ty(f)
i.e. £ ="1T,. ]
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