Développement : Intégrale de Dirichlet

Reéférence : De l'intégration aux probabilités, GARET, page
Lecon : 235, 236 et 239.
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Démonstration. x Etapes n°1 : Montrons d’abord que I est convergente :
* La fonction t — @ est continue sur |0, +o0[ et est donc localement intégrable sur cette

ensemble.

* D’aprés le taux de variation,

in(t in(¢z) — sin(0
lim sin(t) = lim sin(t) — sin(0) = cos(0) = 1.
t—0t+ ¢t t—0+ t—0
Donc, la fonction ¢ — w est intégrable en 0

x Soit M > 7, par intégration par partie, on obtient
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De plus, pour tout ¢ € [F, +o0],

cos(t)
12

1
' < 2 qui est intégrable sur [g, +oo[ (intégrale de Riemann convergente)

Donc

400 3 M _: 400
/ sin(?) dt = lim sin(?) dt :/ cos(?) dt < +o0.
%

Par conséquent, on a la convergence de I (au sens de Riemann).

Remarque : On a que n’est pas intégrable au sens de Lebesgue sur R, car on peut montrer

que
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Vn>1, / SH;( ) dt ~ —1In(n).
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Posons, pour z > 0,

F(z) = /0 m Me*“ dt



et
h:Ry xRy — R
(t .
@t) — B0,

F' est bien définie. En effet, pour x = 0 c’est le point précédent et pour v € R et t € R} on a
|h(t,z)| < e ™1 4oo[(t) qui est intégrable sur R .

x Etapes n°2 : Montrons que F' est dérivable sur Rz

(i) Pour tout z € RY, t — h(z,t) est mesurable car continue et intégrable par ce qui
précéde,

(ii) La fonction x — h(x,t) est dérivable pour presque tout ¢ € R*,

(iii) Soit @ > 0, = €Jar, +o0[ et t > 0, on a

— (=, t)‘ = | —sin(t)e ™| < e < e~ intégrable sur R* et ne dépend pas de z.

On applique le théoréme de dérivation sous le signe intégrale, on obtient donc pour tout = > a,
F'(z) = / —sin(t)e " dt.
RY
Donc, on en déduit que F' est dérivable sur R .
On montre par un calcul (en passant par la partie imaginaire) que

Puis en intégrant entre = et y, on obtient pour tout x,y > 0,
F(z) — F(y) = arctan(y) — arctan(z).

Comme |F(y)| < i dong,
lim F(y)=0.
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D’ou pour tout x > 0,

F(z) = g — arctan(z).

On en déduit que
lim F(x) = z

z—0+ 2

x Etapes n°3 : Montrons que F est continue sur R, :

F(z) = we’“ dt + Im ‘ dt
t t
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On remarque que

* Comme < 1 qui est intégrable sur [0, 1], on peut appliquer le théoréme de

continuité sous le signe intégrale sur la premiére intégrale.



Pour la deuxiéme par une intégration par partie, on obtient

+oo (i—x)t i—x 1 +oo (i—x)t
/ = - / ST
1 t r—1i i—x ) 2

o +oo eli—a)t
La continuité de z — [~ <7

dt découle du théoréme de continuité car
e(i—r)t

5 < 7 qui est intégrable sur [1, +oo[ et ne dépend pas de z.

Donc, F' est continue par conséquent :

lim F(z) = F(0).

t—07t
Donc,
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