Développement : Suite définies par récurrence

Référence : Analyse pour I'agrégation de mathématiques, 40 développements, Bernis pages
151-153
Lecon : 2018, 223, 224, 226 et 230.

Théoréme :

Soient un réel b > 0 et f une application de [0,b] dans R. on suppose que :
(i) f est continue, croissante tels que pour tout = €]0,0], f(z) < x et f(0) = 0.
(ii) Il existe un réel A > 0 et un réel r > 1 tels que :

flx)=2—Xx"+ o (2").

z—0
Pour tout ¢ €]0, b[ la relation
Up41 = f(un)a Vn e N
Ug = C
définit une suite (u,) a valeur dans |0, b[, de limite 0, de plus

K 1
U, ~ ——, ou K =(A\r—1))1—.

n—-+o0o nr—1

Démonstration. On a que f est croissante et nulle en 0, donc, si f s’annulait en un point y de
10, [, elle serait nulle sur [0, y| ce qui est impossible par '’hypotheése (ii).

Par conséquent par le point (i), on a que pour tout x €]0, b|,
0< f(z) <z <b.

et donc f laisse |0, b] stable, ce qui assure que la suite (u,) est bien a valeur dans |0, b|.

De plus 0 < x,41 = f(z,) < x, donc la suite (z,) est strictement décroissante minorée par 0
donc elle converge vers un [ € [0, b].
Mais comme f est continue, [ est un point fixe de f c¢’est-a-dire f(l) = [ ce qui est possible que
sil=0.
Donc
lim w, = 0.
n—+oo
Par (ii) on a que
A Up — Unt1

~J
n—+00 uy,

De plus la figure suggére que

Un

Up — Un+1 rzj l dt — 1 ( 1-r 1—7“)

— —dt = u, Uph).
ur n—+00 t 1—r

Un+1



FIGURE 1 — Découverte heuristique de I’équivalent

Vérifions-le :

1 1

) = el S )
1
= [ = (= At + o)
1
=l = (1= N ol ),

En utilisant que (1 + z)* = 1+ ax + o(z), on obtient que

1
1—r

1
(ul" = ul2h) = Tkl = )X o)

= A+ o(1) lorsque n tend vers +oc.

Par équivalence des sommes partielles de séries divergente a termes positif équivalent et téles-
copage :

1 n—1 1 n—1
1—r 1—r 1—7r 1—r
us | —u = U U ~ A =nA
—— (u} )= )~ Y
k=0 k=0

Donc, puisque la constante uj " est négligeable devant u}~™" (r > 1) on obtient que :

1
Uy ~ —.
notee ((p—1)An) 1

Théoréme :
Dans le cas particulier ou f : x — In(1 + x), on a le développement asymptotique a deux

termes :
2 2In(n) In(n)
U=+ T 0 (52
n 3n? n—+oo \ 1?2

Démonstration. L’application f proposée en exemple vérifie le point (i) (pour 'inégalité strict
on utilise la stricte concavité du logarithme) et In(1 4 z) =z — 222 + o (2?) assure (i) avec
r=2et A= %

Donc, par la proposition on obtient que

0
x—0



Pour aller plus loin poussons le développement de —(u,l1 T — u,ll;’i) c’est-a-dire u,;lLl —u,

Uy —uyt = flu) ™t —uy!

1 1 =
:(un 2un—|—3un+o( )) —u;l

=u,! ((1 ;un+ ;un+o( ))1 - 1)

En utilisant que = =1+ z + 2? + o(z?) on obtient que

1 1 1
nil u;l = u;l <§un 3un + 4un + o(u ))
1 1
-1

1 1 1

~  ——

Posons pour tout n € N, x,, = u;il — U, — % D’apreés le calcul précédent :

Par équivalence des sommes partielles de séries divergente a termes de signe constant diver-
gentes :

1 «— 1
~ ——Y —— ~ ——In(n).
Z:Ck- ntoo 6 ; Etlnoie 6 n(n)

Donc, par télescopage

ut — ! ;(uk L-u) =5+ > o= - %ln(n) + o(ln(n))
Donc
Uy = (g - %ln(n) + o(ln(n))) 1
-2 (1 ~ nn) +o (1“?))1
-2 (1 2 In(n) 4o (1117(1”)))
_ % 4 % In(n?) + 0 (mg))

Remarque : Montrons que

1
H, = oo In(n)
k=1
Soient k € {1,...,n} etz € [k, k+1],on a
1 1 1
<<
k+1—t k



Donc,

Donc

et dont

Finalement

Donc,

li -
n“rtoo In(n)

=1 c’est-a-dire que H,

~J
n—-4o0o

In(n)



