Développement : Décomposition polaire

Référence : Mathématiques pour I'agrégation : Algébre et géométrie, Rombaldi, pages 739-742
Lecon : 106 et 157.

Théoréme :
Si A € S (R), il existe alors une unique B € S; (R) telle que A = B

Démonstration. La matrice A étant symétrique positive a toutes ses valeurs propres réelles
positives et est diagonalisable dans une base orthonormée, ce qui signifie qu'il existe P € O, (R)
et (A1,-+, \) € (RT)" tels que A = PD'P, avec
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on a B% = A, la matrice B étant symétrique positive (ses valeurs propres sont positives).
Si ¢ est le polynome d’interpolation de Lagrange défini par o()\;) = /A; pour tout i €
{1,---,n} (le degré de ¢ est p — 1 ou p est le nombre de valeurs propres distinctes de A),
alors p(A) = Pp(D)'P = PA'P = B. Clest-a~dire que B est polynomiale en A.

Si C est une autre racine carrée de A symétrique positive, on a alors C? = A et C' commute
avec A, donc avec B. En définitive les matrices B et C' commutent et sont symétriques, on sait
alors qu’elles sont simultanément diagonalisables dans une base orthonormée, c’est-a-dire qu’il
existe une matrice @@ dans O,(R) telle que C' = QT''Q et B = QA'Q avec I' et A diagonales a
coefficients réels positifs. De C? = A = B2, on déduit alors que I'> = A? et I' = A du fait que
ces matrices sont diagonales & coefficients réels positifs. Et en définitive B = C. n

Remarque : Avec les notations du théoréme, on dit que B est la racine carrée positive de
A € S (R). Cette racine carrée B est dans S;F7(R) si A € ST (R).

Théoréme :
Toute matrice A € GL,(R) peut s’écrire de maniére unique A = S ou 2 est une matrice
orthogonale et S une matrice symétrique définie positive.

Démonstration. Si A = QS, alors PAA = S'Q0NS = S? et S est la racine carrée positive de la
matrice symétrique définie positive ‘AA ((!AAz | z) = ||Az||*> > 0 pour = non nul).

La matrice €2 est alors donnée par = AS™! (A inversible entraine S inversible). On a donc,
en cas d’existence, 'unicité des matrices ) et S.

Si A € GL,(R), alors "AA est symétrique définie positive et elle admet une unique racine carrée
symétrique définie positive S. En posant Q = AS™! ona A = QS et
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c’est-a-dire que €2 est orthogonale. m

Lemme :
L’ensemble O, (R) des matrices réelles orthogonales est compact dans M, (R).

Démonstration. On munit I'espace vectoriel M,,(R) de la norme matricielle || - || induite par
la norme euclidienne de R™. Du fait qu’'une transformation orthogonale conserve la norme
euclidienne de R", on déduit que pour toute matrice orthogonale A, on a ||A|| = 1. On déduit

donc que O, (R) est borné dans (M, (R), || - |)-

De plus cet ensemble est fermé comme image réciproque du fermé {/,,} de M,,(R) par 'appli-

cation continue A — “AA. En conclusion O, (R) est compact dans (M,(R), | - ||) en tant que
fermé borné (on est en dimension finie). O
Théoréme :

Toute matrice A € M,,(R) peut s’écrire A = Q.S ou 2 est une matrice orthogonale et S une
matrice symétrique positive.

Démonstration. Toute matrice A € M, (R) peut s’écrire A = limg_,, o, Ax 00t (Ag)ren st une
suite de matrices inversibles.

Avec le théoréme de décomposition polaire, on peut écrire pour tout entier k, A, = .S, ou
(Q)ren est une suite de matrices orthogonales et (Sk)gen une suite de matrices symétriques
définies positives.

De la suite (£2;)reny dans le compact O,(R) on peut extraire une sous-suite (£dyx))ren qui
converge vers une matrice € O, (R).

De S, = Q;lAk = "0, A, et de la continuité du produit matriciel, on déduit que la suite
(Se(k))ken est convergente.

La limite S de cette suite est une matrice symétrique positive et A = 2S. U

Si A est de rang r < n, alors la décomposition ci-dessus n’est pas unique. En effet, on peut
diagonaliser la matrice symétrique positive S dans une base orthonormée (e;)1<;<, avec Se; =
Aie; pour 1 <i<noul =0pourl<i<n-—ret) >0sinon (si A n’est pas inversible alors
il en est de méme de S et 0 est valeur propre de S). Les Qe; sont alors uniquement déterminés
pourn —r+1 <17 <mn,mais pour 1 <i<n—riln’y a pas unicité. O

Théoréme :
L’application (22, 5) € O,(R) x STT(R) — QS € GL,(R) est un homéomorphisme.

Démonstration. On sait déja que toute matrice A € GL,(R) s’écrit de maniére unique A = Q.5
avec Q € O,(R) et S € ST (R). On en déduit alors que lapplication ¢ : (Q,5) — QS
réalise une bijection de O,(R) x S (R) sur GL,(R). Cette application est continue car ses
composantes sont des fonctions polynomiales des coefficients w;; de €2 et s,, de S. Il reste a
montrer que ¢! est continue.

Soit (Ax)ren une suite de matrices dans GL,(R) qui converge vers A. On note ¢ '(A;) =
(Q, Sk) pour tout k € N et p1(A) = (Q,S). De la suite (Qf)ren dans le compact O, (R),

n
on peut extraire une sous-suite (£2,(x))ren qui converge vers une matrice 0 € O,(R). De



Sk = " Ak, on déduit que la suite (Syx))ken converge vers S = VA, La matrice S est
symétrique positive comme limite d'une suite de matrices symétriques positives et elle est définie
puisque inversible. On a alors la décomposition polaire A = 2'S’. Cette derniére décomposition
étant unique, on a nécessairement Q' = Q.

On a donc ainsi montré que la suite (2% )ren a une unique valeur d’adhérence dans le compact
O,.(R). Elle converge donc vers Q et (Sk)ren = (*QrpAr)ren converge vers ‘QA = S. Clest-
a-dire que la suite ((Q,Sk))ren = (p  (A))ren converge vers (Q,5) = ¢ 1(A) et p=! est
continue. [



