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¥ Thon dinwcsion  Poeos :

Théoréme : Soient U un ouvert de R", a un point de U et f une fonction de U dans R"
de classe C'l. On suppose que la différentielle de f en a est inversible. Alors il existe un
ouvert V contenant a et un ouvert W contenant f(a) tels que f soit un Cl-
difféomorphisme de V sur W. En outre, pour tout z de V, on a:

d(f_l)f(z) = (dfw)_l-

De plus, si f est C*, k> 1, alors f~1 est C*.
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Théoréme : Soient U un ouvert de R”, a un point de U et f une fonction de U dans R"
de classe C'l. On suppose que la différentielle de f en a est inversible. Alors il existe un
ouvert V contenant a et un ouvert W contenant f(a) tels que f soit un C-
difffomorphisme de V sur W. En outre, pour tout z de V, on a:

d(f_l)f(z) = (dfx)_l'

De plus, si f est C*, k > 1, alors f~1 est C*.

* Thon  dinvesion  cfebolu

Théoréme : Soient U un ouvert de R” et f une fonction de U dans R™ de classe C'! et
injective. Alors les assertions suivantes sont équivalentes :

® pour tout x de U la différentielle de f en x est inversible;
® f(U) est un ouvert de R™ et f est un C'-difféomorphisme de U sur f(U).

De plus, on peut remplacer C'! par C¥ pour k& > 1.
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THEOREME 3 (INEGALITE DES ACCROISSEMENTS FINIS). Soit f: U C E— F, on E
et F' sont deux e.v.n et U un ouvert de E. Soit (a,b) € U? tel que le segment [a,b] =
{ta+ (1 —t)b, t € [0,1]} seit inclus dans U. Si f est continue sur |a,b|, différentiable
en tout point de |a,b| et s'il existe M > 0 tel que [df,| < M pour tout ¢ € |a,b|, alors

I (6} = fla)| < M||b—al.

Démonstration. La fonction g : [0,1] =+ F ¢+ f(a+#(b— a)) est contime sur [0, 1], dérivable
sur |0, 1], et

Vi€ ]n 1[ ’ q’(t) = dﬂz i (b—a) (b ”’)
{voir la remarque 8). On a done [|g/(t)|| < M||b—al| sur |0, 1, donc d’aprés le théoréme 5 page 75,

[£(8) = fla)ll = llg(1) — g(0}]| < M|lb — al.

O
Conséquence :
— Si U est convexe, si f est différentiable sur U et si ||df,| < M pour tout = € U,
alors

V(a,b) € U2, [I£(B) — fla)l|l < M]b—al.

— Si U est un ouvert connexe et df, = 0 pour tout x € U, alors f est constante sur
U (en effet, U est connexe par lignes brisées — voir le théoréme 5 page 42 — et
fla) = f(b) pour tout segment |a,b|] C U).
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