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s Thren Piord -Comoch

Théoréme du point fixe de Banach-Picard : Soit (E, d) un espace métrique complet, et
f : E — E une application contractante, c'est-a-dire qu'il existe k € [0, 1] tel que, pour
tout (z,y) € E?,

d(f(z), f(y)) < kd(z,y).

Alors f posséde un unique point fixe £. De plus, toute suite (u,) définie par ug € E et
il = f(un), n > 0, converge vers £ et on a les estimations suivantes :

®Vn e N, d(uy,¥)
®Vn c N, d(uy,¥t)

* Then  fondavmendof  duw {"amagﬁsk_:

. . . . N3
Soient f'une fonction localement Riemann-intégrable ™ ~ sur un

intervalle I, a un point de I, et F' 'application intégrale associée, définie
sur { par

T
Fla) = / () dt
a
(f étant une variable muette d'intégration).
Un énoncé simplifié courant est :

Si f'est continue sur [ alors :

o F est dérivable sur ] et sa dérivée est égale a f;

e Si (G est une primitive de f, alors la fonction G — F est
constante.

v (€ (TR M) o um Romach:

* Them  qind raf:

Théoréme (Cauchy-Lipschitz) : Soit I'équation différentielle y' = f(¢,y), avec f définie
sur un ouvert U de R2, continue et localement lipschitzienne par rapport a la seconde
variable. Si (o, yo) est un point de U, il existe une unique solution maximale au probléme
de Cauchy y’ = f(t,y), et y(tg) = yo. Cette solution est définie sur un intervalle ouvert

contenant tj. En outre, toute autre solution & ce méme probléeme de Cauchy est
restriction de la solution maximale.

Si f est de classe @1, f est localement lipschitzienne en la seconde variable. C'est souvent
ce que l'on rencontre dans la pratique, et le théoreme de Cauchy-Lipschitz est alors
applicable.

Ce théoréme illustre le déterminisme en physique classique. Si un systéme suit une loi
d'évolution donnée, les mémes causes (i.e. le méme probléme de Cauchy) produisent les
mémes effets.

Exemple de fonction non glabalement lip
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