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EXERCICE 5. a) Soit une application continue
M : [0,1] - Mu(R) ¢ M(t) = [ai;(t)1<i<ns
telle que pour tout ¢ € )0, 1[, M(t) est symétrique définie positive. Montrer que la matrice

A= fol M(t) dt = (/01 o) dt) 1<ij<n

est symétrique définie positive.
b) Application. Montrer que la matrice

1
1= (=)
Lopefiieg] 1<i,j<n

est définie positive (on pourra utiliser le critére de Sylvester, voir I’exercice précédent).

Solution. a) Il est clair que la matrice A est symétrique. Maintenant, remarquons qu’une somme
finie de matrices (M;)1<i<p Symétriques définies positives est définie positive. En effet, il suffit

de remarquer que pour tout vecteur colonne X # 0 de R™, on a

P P
Vi,!XM;X >0 donc Y 'XMX=1tX (EM,;) X >0.
i=1 i=1
Ceci étant vrai pour tout X # 0, on a prouvé que 3, M; est définie positive.
Ici, on a affaire non pas 4 une somme finie, mais une somme continue. On procéde de la méme
maniére. Fixons un vecteur colonne X de R, X # 0. Pour tout ¢ € ]0,1[, on a !XM(¢)X > 0,

donc par continuité de ¢ — XM (£)X
1 1
f EXM(t)X dt >0 ouencore X ( f M(t) dt) X ='XAX > 0.
0 0

Ceci étant vrai pour tout X # 0, A est définie positive.

1 Y gl
—_— = th 7 dt.
144l fu

D’aprés a), le résultat sera prouvé si on montre que pour tout ¢ € ]0, 1], la matrice symétrique
M(t) = (t#1)1<; j<n est définie positive.

Pour tout v, 1 <+ < n, on pose D,(t) = det(t""ﬂ)lgus,-, Nous allons prouver que D,(t) =
(1—t2)""! ce qui prouvera, en vertu du critére de Sylvester, que M (t) est définie positive pour
t€]0,1[.

On procéde par récurrence sur r. Pour r = 1, c'est évident car D;(t) = 1. Supposons le
résultat vrai au rang r et montrons le au rang r + 1. En retranchant 4 la derniére colonne ¢ fois
I’avant derniére, on obtient

b) On remarque que

1 t . gl 1 T
t 1 . . gl t 1 : :
Dena(t)=| . o o 1= r e e b = (1=2)De),
=1 1 t {1 1 0
S 1 v i t 1-t2

d’on le résultat.
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Exercice 1.  Montrer que %1 *(R) est un ouvert de .%,(R) sans uliliser le critére de Sylves-
ter. Quel est son intérieur dans M,(R) 7 Quel est son adhérence dans F,(R) 7

Solution : e Preuve 1: On va montrer que le complémentaire S, (R)\ . (R) de &7 (R)
dans .7, (R) est fermé.
Soit donc A € ., (R) \ #;*(R), il existe une suite (Ag)z dans .7, (R) \ . (R) convergente
vers A qui est donc symétrique; enfin, comme pour tout entier k il existe un vecteur X non
nul tel que (X, AxXyi) < 0. Quitte a remplacer X; par Xi/| Xi| il ne coute rien de supposer
les vecteurs X de norme 1. Maizalors on peut extraire de la suite X; une sous suite (X )
convergente vers X non nul (car | X| = limy [| Xg|| = 1). Enfin (X, AX) = lmy(X},, Ag Xy) <
0, donc .#,(R) \ #*(R) qui est bien fermé.
e Preuve 2 : On va montrer que % *(R) est voisinage de chacun de ses points dans |'espace
vectoriel normé .7, (R).
Toute matrice S € .#*(R) vérifie (X, SX) > 0 pour tout X # Og~ et par conséquent avec un
argument de continuité/compacité, il existe r > () tel que

(X,8X)2r>0, VYXeER" vérifiant |X| =1.

Alors pour toute matrice A € By, (S,r/2) = {M € #,(R) : |[M =S| < r/2} (||A] est la
norme sur M, (R) subordonnée a la norme euclidienne sur R") et tout vecteur X de norme 1 :
(X, AX) = (X, AX — SX) + (X, SX).

Mais (X, SX} > r et vu Cauchy-Schwarz
(X, AX — SX)| < |IX]|- |AX — SX]|| = |AX — SX|| < |[A—-S|I- IX]| = |A—-S|| < r/2

et par conséquent
(X,AX) =(X,AX = SX) +(X,85X) > —r/247r=r/2>0
et la matrice symétrique A est bien définie positive.

® Preuve 3 : Une conséquence immédiate du critére de Sylvester (exercice 8) est que . T(R)
est un ouvert dans 'espace vectoriel normé .%,(R) mais c'est un peut trop sophistiqué comme

preuve...
e Preuve 4 : On sait (voir 'exercice 83) que I'exponentielle induit un homéomorphisme de
Tespace vectoriel normé %, (R) sur &1 (R), le résultat suit. CQFD. |

Remarques :  On aen fait démontré que pour toute matrice (pas nécessairement symétrique)
vérifiant ||[A—S|| < r/2ona (X, AX) > r/2 pour tout X # Og~ ; mais cela n’assure absolument
pas que A soit symétrique! Et il y a dans cette boule beaucoup de matrices non symétriques,
en effet #MH(R) C S, (R) qui est d'intérieur vide dans M, (R) comme sous espace vectoriel
strict d'un espace vectoriel normé (on peut aussi vérifier facilement a la main que .#,(R) est
d’intérieur vide).

© Par contre dans M,,(R), % T(R) est une partie d'intérieur vide (car incluse dans le sous espace
vectoriel done d'intérieur vide .%,(R)), convexe stable par transposée et passage a l'inverse de
Zu(R).

® On peut aussi montrer que Vect.# " (R) = #,(R) :

L'inclusion« C » est évidente. Pour I'autre, si A € .%,(R) de valeurs propres A; € R, alors il
existe une matrice orthogonale P telle que A = P*- Diag(Ay,...,\,)P et si @ > max|);| alors
A = By — By ot By = P'-Diag(A + a,...,a + A,)P et By = Pt Diag(a,...,a)P, mais
By, By € &1 (R) donc 4, (R) C Vect.#H(R). CQFD.
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