Dev 9

\ RfF . Jeom Ekenm. Romboldi
Dev = 9 \ﬂo&}(nm,kquu por ?’a\gvése»’n;oﬂ;
p\pai.bft e glormidre “

Tite: Sim@iead do n (@ n=5).

Nobke but ot

Thwm :
SU n28 .
Afors , ck, ot sumple. ( ss-g dts’fmgué sont  stuflwrumt  chq , {19} )

Powr % Fosue rront: rons Qs  srerres sv(wwn\'s:

LRIYI'W\\I—d_'.
D axr k, ot wgv.mdvé por ’&—oj&s.

grenone. L
S NS, fors Ry 72- cﬁe.Q.‘s sonl con\')uau’u domns S

Dermo : ( lomme 1)

Notorns G & es-g mgzmo\r('.. par R 3 -ayckss.
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G G = k) & G =iy Iy k).

Donc , & procust da 2 homspesthons dushnds ob am  produnt da 3-ayls.

Por  covtigquent |, & s’ comms  um Prod.w')- do 2 eycles.
Anst ,6€G. Dol G = .
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Prevong, (abc) o+ (de€f) Ccha.
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Gréo_ oo RQuvrrmes Y ek o g Rn i o d-ogcls.
Sot & € HAGAL. ! ‘ E
fPors, B o,b € L4,nD disknds +q. o) =b.

Comena. n=5, afors , D < ¢ {o,b,cb)}.

po.ﬁons, ¥= (o bc\ el 2 ox e -1 € H

SR cor Y€ o o€H ot HAdta
De R,
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Premons & (i), k0] & ong
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Montrons qu’une permutation est un produit de cycles. Soit o € &,,.
T

i . o s ) 5 J N 7 sii ¢ Ok
 Existence : [1,n] = ;[Z!Ok (partition d’orbites). liosi)&fjc\k(z) = { ali) wici
¢k est un cycle de longueur /5, = dim Q. Comme les supports des cycles ¢, sont disjoints
alors Vi e [1,n],3k tel que i € O et ¢y 0-+- 0¢,.(i) = cx(i) = 0(i). Donc 0 = ¢ 0---0¢,.

i P -
e Unicité : Si 0 = 7 o--- o7, Ainsi, Supp(c) = |_| Supp(c;) = |_| Supp(7;).

i=1 j=1
Ainsi, Yk € [1,n], 3% € [1,r], 35 € [L,p], k € Supp(c;) et k& € Supp(7;). Quitte a
renuméroter, on peut supposer k € Supp(ci) M Supp(7y). Donc o(k) = ¢i1(k) = 11(k) et
VN, o¥(k) = ¥ (k) = 7N (k). Donc ¢; = 71. En reproduisant ce raisonnement, on obtient
r=petVie[lr], ¢ =. J
~« Montrons & présent qu'un cycle est un produit de transpositions.

Soit (1,23, ...,2,) un cycle. (x1,Zs,...,2,) = (z1,22) (22, x3) ... (Tr_1,T,).

O
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Montrons qu’une permutation est un produit de cycles. Soit o € G,,.
o . o« o

. . . . i sii¢ Oy

e E 1 = ‘orbites). Posons ¢ (i) = R
xistence : [1,n] ;[Z!Ok (partition d’orbites) c,%f@ilf jc\k(z) { sl wici
¢k est un cycle de longueur /5, = dim O;,. Comme les supports des cycles ¢, sont disjoints

alors Vi e [1,n],3k tel que i € O et ¢y 0--- 0¢,.(i) = ¢x(i) = 0(i). Donc 0 = ¢ 0---0¢,.

[ -
o Unicité : Si 0 =73 0+ 07, Ainsi, Supp(c) = |_| Supp(¢;) = |_| Supp(7;).
i=1 J=1
Ainsi, Vk € [1,n], 3% € [1,7], 35 € [1,p], k € Supp(c;) et k € Supp(r;). Quitte &
renuméroter, on peut supposer k € Supp(e;) N Supp(ry). Done o(k) = ¢i(k) = 11(k) et
VYN, o"(k) = ¢V (k) = 7N (k). Donc ¢; = 71. En reproduisant ce raisonnement, on obtient

r=petVie[l,r], ¢; = 7. J
e Montrons a présent qu’un cycle est un produit de transpositions.
Soit (z1, 2, ...,2,) un cycle. (x1,xo,...,%,) = (x1,22) (w2, x3) ... (Tr_1,2,).

O

o Tos QU ol sonk wnjpgués  doms  Sa.
Do,
Sok o= (x, 2, x3) *F Te Sa . Poserns o =(T(x,) Tixy) 't(x;))
v x ¢ {xa, >, x ] . Alers cCx) = = & Tx) ¢ { (), Tx) Txy)]
Done &7 (M=) = T(x).
Done , &” o TN ac(a) =) cx)=Tos oT  (x)
o & conJ'uSu:. 2 cst,&s
° sl x & (,ag,\,x\,xg,} dors | *x =, we {An,3].
Donc. Tls (3¢))=CE () =Th:e, , Dot G'H(rc(l-k“‘~ T eaa)
Donc Te 6 (x) = G” o T (X)) =) @cm)'usu{_ 3(9&:5.
Confuscon @ 3 c\jc_Qu ccmjujuc’.s ENEPUY o W N Oan.SQ

g \An\ = L‘ cos ESn: Ah]-“-‘ l Q=" \Sn\ =ﬂ!
A

o szs\\o“ cR_:
Avte groop sconERa -ZL/P?L. o P oM. S0, (IR)
Rﬁ sLn (C) g GLn (C)

Théoréme de Cauchy — Soit G un groupe fini d'ordre n, et p un nombre premier qui divise n. Alors il existe (au
moins) un élément de G d'ordre p

La démonstration de MCKﬂy2 est détaillée sur Wikiversité®.

Démonstration [masquer]

On fait agir le groupe 7. / pZ, par permutation circulaire sur l'ensemble
E={(x1,....2,) EG?, x1---2,=¢}

ol e designe I'élément neutre du groupe G. L'équation aux classes affirme gue # E est la somme des cardinaux des
orbites pour I'action de Z /pZ.

Or #E = (#G)'"" car étant donné z1, ... ,x,_1 quelconque x, est totalement déterminé (et vaut :c;_ll cezrh)
Ainsi #E est un multiple de p. Le cardinal d'une orbite est égal a lindice du stabilisateur d'un de ses élements. Or le
groupe Z/pZ ayant pour cardinal un nombre premier, 'indice d'un stabilisateur vaut soit 1 soit p. L'équation aux
classes permet alors de conclure que le nombre de stabilisateurs d'indice 1 est un multiple de p. Or ce multiple n'est
pas nul puisque le stabilisateur de (e, — e) est lui-méme d'indice 1. On en conclut gu'il existe au moins p-1 éléments
de E dont le stabilisateur est d'indice 1 autrement dit qui sont invariants par permutation circulaire. Si (;r:, o a‘:] estun
tel élément on aura xf = e.
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Doﬁt; Qe produan P It 5> Sz 23-ey B H posgeda ’5—03&1.0\& ‘ (b)
S & stnt csome o Pfoe»»;\c u%cj&n, S S = (R¥)0p¥) A Supp cusjotnt ey (i) (oK)
Por cdnsbqr”" Prrnony o € L:)j,k'iz’s
A\\'\SL / 6'CG b o G = C&'(\a 7 ce G (‘Jm\ 6‘7:1'( ‘m\)) 3 {Jlﬂ‘n) (.MJ)
)
Desens i (2 - Ck
\ﬁ ‘civ.«q—ﬂ.s sont  dume Passe A ConPoouson dans Sn N —(ﬂ&-ﬂ-— € Sl oy k@ m)
Bivnuws, (obe) @ (d o) € cfn . : ~ On pote S3= 51; K\Z;Z régy et
-2 (Q ) = \) ]
Caabc)s A
.DO"\.C, Bs5€E€Sn JtQt s ) : ‘JQXEH
SSL o€t 0 et fing,
SEEStnome

cermmme. N2 S 3J¢ CQL/ (_B dusknds .
Gn

1
P 7 = e (i J)Q ctkn o §° (o b )&% =(dF)

Gl



