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Soit
∑

=
{
n ∈ N |∃a, b ∈ N n = a2 + b2

}
. L’objectif de ce développement est de caractériser

∑
.

On définit l’anneau des entiers de Gauss par Z[i] = {a+ ib | a, b ∈ Z} (on admettra ici que c’est bien un anneau).
On note enfin P l’ensemble des nombres premiers.

Lemme 1.

Z[i] est un anneau intègre principal et Z[i]× = {±1,±i} = {z ∈ Z[i] | N(z) = 1}.

Preuve : On admet que Z[i] est un anneau (c’est du calcul). Il est intègre puisqu’inclus dans l’anneau intègre C.
Soit N : Z[i] → N définie par :

∀a+ ib ∈ Z(i) N(a+ ib) = a2 + b2.

N est en fait la restriction de | · |2 à Z[i]. Montrons que Z[i] est euclidien pour l’application N .

Soient z, t ∈ Z[i] tels que t ̸= 0. On écrit
z

t
= x + iy avec x, y ∈ R, et on se donne q = a + ib ∈ Z[i], où a et b sont des

entiers choisis tels que |x− a| ⩽ 1

2
et |y − b| ⩽ 1

2
. Posons r = z − tq, de sorte que z = tq + r.

Déjà, on remarque que r = 0 si, et seulement si z = tq, i.e. a + ib = x + iy, c’est-à-dire x = a et y = b. Dans le cas
contraire, on a r ̸= 0 et :

N(r) = |z − t(a+ ib)|2

= |t|2
∣∣∣z
t
− (a+ ib)

∣∣∣2
= |t|2|(x− a) + i(y − b)|2

= |t2|((x− a)2 + (y − b)2)

⩽ |t|2
(
1

4
+

1

4

)
⩽

|t|2

2
< N(t).

Z[i] est donc euclidien (pour l’application N), donc principal.
Maintenant, soit z ∈ Z[i] inversible. Il existe z′ ∈ Z[i] tel que zz′ = 1.
Donc N(z)N(z′) = 1. Comme N(z) et N(z′) sont des entiers positifs, on a donc N(z) = N(z′) = 1.
Enfin, en notant z = a+ ib, avec a, b ∈ Z, on a 1 = N(z) = a2 + b2, donc (a, b) ∈ {(0,±1), (±1, 0)}, d’où le résultat.

Lemme 2.

Soit p ∈ P. Alors, p ∈
∑

si, et seulement si p est réductible dans Z[i].

Preuve : Supposons p ∈
∑

. Il existe a, b ∈ N tels que p = a2 + b2 = (a+ ib)(a− ib).
a et b ne sont pas nuls : sinon, p = a2 ou p = b2, ce qui ne se peut puisque p est premier.
D’après le lemme précédent, on a donc p ̸∈ Z[i]×, et p n’est pas irréductible dans Z[i].

Réciproquement, supposons que p soit réductible dans Z[i]. Il existe z, z′ ∈ Z[i]\{±1,±i} tels que p = zz′.
Donc p2 = N(p) = N(z)N(z′).
On a N(z) et N(z′) non égaux à 1, par hypothèse sur z et z′. Donc N(z) = N(z′) = p.
Par conséquent, en notant z = a+ ib avec a, b ∈ Z, p = N(z) = a2 + b2, ce qui prouve que p ∈

∑
.

Théorème 3.

Soit p ∈ P. Alors, p ∈
∑

si, et seulement si p = 2 ou p ≡ 1[4].
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Preuve : Si p ∈
∑

, on a immédiatement p ̸≡ 0[4] (car 4 ne divise pas p). Ensuite, on écrit p = a2 + b2 avec a, b ∈ N.
Si a est pair, a2 ≡ 0[4], et si a est impair, a2 ≡ 1[4]. De même pour b, ce qui donne p ≡ 1[4] ou p ≡ 2[4].

Réciproquement, supposons p = 2 ou p ≡ 1[4]. D’après le lemme précédent, il suffit de montrer que p est réductible dans
Z[i].
Si p = 2, alors p = 12 + 12 et donc p ∈

∑
.

Sinon, p ≡ 1[4]. Comme Z[i] est principal (par le lemme 1), il est factoriel. Montrer que p est réductible revient à dire
que (p) n’est pas premier, i.e. Z[i]/(p) n’est pas intègre.
Considérons le morphisme d’évaluation en i evi : Z[X] → Z[i], qui est un morphisme d’anneaux surjectif. On a :

Ker(evi) = {P ∈ Z[X] | P (i) = 0}
= (X2 + 1),

car le polynôme minimal de i dans Q[X] est X2 + 1, à coefficients entiers, donc X2 + 1 engendre l’idéal Ker(evi).
D’après le théorème d’isomorphisme, on a Z[i] ≃ Z[X]/(X2 + 1).
En outre, on a, de façon similaire :

Z[i]/(p) ≃ Z[X]/(X2 + 1, p) ≃ (Z[X]/(p))/(X2 + 1) ≃ Fp[X]/(X2 + 1).

Maintenant, comme p ≡ 1[4], alors p − 1 ≡ 0[4], donc 2 divise
p− 1

2
, et (−1)

p−1
2 = 1. −1 est donc un carré modulo p,

et X2 + 1 admet alors une racine dans Fp.
Mais alors, Fp[X]/(X2 + 1), donc Z[i]/(p), n’est pas intègre. p n’est donc pas premier dans Z[i], ce qui prouve que p est
réductible dans Z[i], et cela achève la preuve.

Corollaire 4.

Soit n ∈ N∗ avec n ⩾ 2. On écrit sa décomposition en facteurs premiers n =
∏
p∈P

pvp(n).

Alors, n ∈
∑

si, et seulement si pour tout entier premier p ≡ 3[4], vp(n) est pair.

Preuve : Commençons par montrer que
∑

est stable par multiplication. Pour n ∈ N, on a :

n ∈
∑

⇐⇒ ∃z ∈ Z[i] n = N(z).

Soient n, n′ ∈
∑

. On écrit n = N(z) et n′ = N(z′) avec z, z′ ∈ Z[i]. On a alors nn′ = N(zz′) ∈
∑

, et
∑

est stable par
multiplication.
Montrons maintenant ce corollaire par double-implication.

⇐=) Soit n ∈ N avec n ⩾ 2. Supposons que pour tout p ∈ P tel que p ≡ 3[4], vp(n) est pair.
On écrit n = pα1

1 · · · pαr
r qβ1

1 · · · qβs
s , avec les pi et qi premiers deux à deux distincts, pour tout (i, j) ∈ J1; rK × J1; sK,

pi ≡ 3[4] et qj ̸≡ 3[4], et αi, βj ∈ N.
Par hypothèse, les αi sont pairs. Les pαi

i s’écrivent alors comme somme de 2 carrés (eux-mêmes et 0), et comme
∑

est
stable par multiplication, pα1

1 · · · pαr
r ∈

∑
.

Ensuite, si j ∈ J1; sK, qj ̸≡ 3[4], et comme qj est premier, qj ̸≡ 0[4]. Donc qj ≡ 1[4] ou qj ≡ 2[4]. Dans le dernier cas, 2
divise pj qui est premier, donc qj = 2.

D’après le lemme précédent, qj ∈
∑

, donc q
βj

j ∈
∑

, et finalement, par stabilité par multiplication de
∑

, n ∈
∑

.

=⇒) Soit p ∈ P tel que p ≡ 3[4]. Pour n ∈ N avec n ⩾ 2, soit P(n) la propriété : ” Si n ∈
∑

, alors 2|vp(n) ”.
Montrons-la par récurrence forte sur n ⩾ 2.
Initialisation : Si n = 2, on a n = 12 + 12 ∈

∑
. Comme p ≡ 3[4], p est impair, donc vp(n) = 0, et 2|0 = vp(n). P(0) est

donc vraie.
Hérédité : Soit n ∈ N avec n ⩾ 3. Supposons P(k) pour k ∈ J2;n − 1K. Autrement dit, on suppose que pour tout
k ∈ J2;n− 1K, si k ∈

∑
, alors 2|vp(k).

Supposons n ∈
∑

. Si vp(n) = 0, c’est fini. Sinon, on écrit n = a2 + b2 avec a, b ∈ N, et p divise n (dans Z).
Comme p ≡ 3[4], on a p ̸∈

∑
par le théorème précédent, donc par le lemme 2, p est irréductible dans Z[i].

Maintenant, p divise n = (a + ib)(a − ib) dans Z[i]. D’après le lemme d’Euclide, p divise a + ib ou a − ib, dans Z[i].
Sans perte de généralité, on suppose que p divise a+ ib dans Z[i]. Comme p ∈ Z, p|a et p|b (facile à montrer en revenant

à la définition de diviser un élément), donc p2 divise a2 et b2, donc p2 divise n. Autrement dit,
n

p2
∈
∑

.

D’après P
(

n

p2

)
, vp(n)− 2 = vp

(
n

p2

)
est pair, donc vp(n) est pair, ce qui achève l’hérédité et la preuve.
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