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ANALYSE & PROBABILITES

Référence : [HU] J-B. HIRIART-URRUTY, Mathematical Tapas, Volume 2, Springer, 2017, p215-218.
Pour les lecons :

- 203 : Utilisation de la notion de compacité.

- 215 : Applications différentiables définies sur un ouvert de R". Exemples et applications.

- 219 : Extremums : existence, caractérisation, recherche. Exemples et applications.

- 223 : Suites numériques. Convergence, valeurs d’adhérence. Exemples et applications.

Soient N, M € N*.

,_[ Théoréme 1. de DANSKIN. ]

Soit zo € RY, et soit K ¢ R™ un fermé non vide.
On se donne une fonction ¢ : RV x R — R continue. Soit f : R — R la fonction définie par :

Ve e RY  f(z) = max ¢(z,y).

yeK

On pose :

N

Ve eR” Z(z) ={y € K| f(z) = ¢(z,y)}.
On suppose qu'il existe un voisinage V' (ouvert) de xo tel que :
@ Z n’est pas vide sur V
(2) U Z(z) est borné ;
yeVv

@ Les gradients ”partiels” V¢ par rapport aux N premieres variables de ¢ existent sur V' x K ;
(4) La fonction (z,y) = Vau¢(z,y) est continue sur V x K.
Alors :
(1) Z(=0) est non vide ;
@ f est bien définie et différentiable au sens de GATEAUX sur un voisinage de xo, et sa dérivée directionnelle
en xo dans la direction h € RY s’écrit :

Dpf(zo) = max Dnd(zo,y).

y€Z(z0)
En particulier, si le maximum de ¢(zo,-) est atteint en un unique point yo (i.e. Z(zo) est un singleton), alors :

D f(x0) = Drd(xo, yo)-

PREUVE : Soit (un)nen une suite de réels strictement positifs qui tend vers zéro. Soit h € RrRY. Quitte a raisonner a
partir d’un certain rang, on suppose que pour tout n € N, [xo; xo + unh] C V.

* ETAPE 1 : Montrons deux inégalités concernant Dy, ¢.

— D’une part, soit yo € Z(x0). On a f(zo) = ¢(zo,yo), donc par définition de f, pour tout n € N :

J(zo + unh) — f(z0) = ¢(x0 + unh,yo) — ¢(x0,Yo)-

Donc :
lim 1nff(m0 + unh) - f(m()) 2 lim lnf(b(wo + u”hv yO) — ¢)(II}0, yO)
n—-+oo Unp n— 400 Un
> lim $wo +unh, yo) = $o, 90) _ Dno(zo, yo),
n—+oo Uy,

puisque ¢ admet une dérivée directionnelle Dy p(xo, yo) par hypothese. Ainsi :

lim ing £ (0 + Unh) = F(z0) > sup Dud(zo,y0)-

n—+oo Un yo€Z(wo)

— D’autre part, soit n € N et soit yn € Z(zo +unh). On a f(xo+ unh) = ¢(xo + unh, yn), et donc par définition de f :
f(x() + unh) - f(-TO) < ¢($0 + u’nh> yn) - ¢(x0>yn)4

La fonction ¢(-,yn) est différentiable sur V ouvert et [zo; zo + unh] C V. D’apres le Théoréme des accroissements finis,
il existe T, €]zo;xo + unh| tel que :
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Donc :
f($0 + uﬂh) — f(CCO) < ¢($0 + unh,yn) - ¢($0,yn) < Dh(b(i?; yn)~
Un Un

% ETAPE 2 : Soient (z)ken € yN convergeant vers x € V et, pour tout k € N, wi € Z(x1) tel que (wg)ren converge vers
w € K. Montrons que w € Z(z).

On a:
fl) = lim f(zg) (car f est continue en = et xp, — )
k—+oco k—+oco
= lim ¢(xk,ws) (car wy, € Z(zy) pour tout k € N)
k——+oo
= ¢(z,w) (car zx — x, wry — w et ¢ est continue en (z,w)).
k—+o00 k—+o0o

Donc w € Z(x).
* ETAPE 3 : Passons a la limite les inégalités de 'ETAPE 1.

Déja, on a xo + unh — xo (notons également que comme zo < Tp, < To + unh, on a r, —> o).
n——+oo n——+oo

Ensuite, pour n € N, puisque zo + unh € V, y, € U Z(z). Comme ce dernier ensemble est borné, (yn)nen est une
zeV

suite bornée de ’espace vectoriel normé RrY. D’apres le théoreme de BOLZANO-WEIERSTRASS, on peut en extraire une

sous-suite convergente. Quitte & considérer celle-ci, on peut donc supposer que (yn )nen converge vers un élément yo € K,

et on a vu que Y, € Z(zo + unh) pour tout n € N.

D’apres PETAPE 2, on a yo € Z(x0). On peut donc appliquer I’estimation écrite dans I'ETAPE 1 :

lim inff(xo +unh) = f(xo)

n—-+oo Un

> Drd(20,Y0)-

Pour n € N, on a vu dans IETAPE 1 que :
f(zo + unh) — f(z0)

Un

Par passage a la limite supérieure, par continuité de Dy¢ et comme T, —+> To :
n—-+oo

lim supf(xO +unh) = f(zo) < lim Dpo(Tn,yn)

n—+4o00 Un n—+oo
< Dro(z0,Y0)-
On a montré cette inégalité pour un élément y € K. Par passage au sup,

lim supf(m0 + unh) = f(zo) < sup Dpo(zo,yo)-
n—+oo Un Yo €Z(z0)

On a montré que :

lim Supf(wo  tnh) = f(z0) < sup Dré(2o,yo) < lim inff(xo T unh) = f($0)7

n—+o0 Un Yo € Z(z0) n—+4o00 Un

ce qui implique que f est différentiable en xo dans la direction h et :

sup Dnop(wo,y0) = lim f(@o + unh) = f(z0)

Yo€Z (o) n—+oo Un

= th(iljo).

Z (o) étant un compact (inclus dans RM, fermé par continuité de ¢ et bornée par hypothese), cela achéve la démonstration.

O

Voici un exemple d’application directe du théoreme sur un cas ”simple” :

I Définition 1. Distance signée. ]
J

Soit 2 un ouvert borné. On appelle distance signée sur 02 la fonction

dist(x, 09) siz e RV\Q
d:x+—> 0 sixz e of) R
—dist(z,0Q) siz e

o1, pour tout z € RY, dist(z, 8Q) = irgfﬂ”a: —yl|, avec || - || la norme euclidienne sur R”.
ye

f_[ Application 2. ]

Soit 2 ¢ R un ouvert borné régulier. Soit d la distance signée sur Q. Alors, d” est différentiable sur R" et :

Dud)(@) =2 inf (@ p(@)h.
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PREUVE : On prend F = 0 et on a, pour x € RN,
Z(z) ={y € 02| d(z) = [lz — yl|}.

En fait, Z est ’ensemble des projetés (orthogonaux) du point z sur 9.
(1) size RY, on sait que y — ||z — y|| est continue sur dQ qui est un compact, et donc elle admet un minimum sur
0. Cela signifie que Z(z) n’est pas vide.

(2) Pour tout xg € RY et pour tout voisinage V de xo, U Z(z) C 99 qui est un compact donc borné.
zeV
2
sup (—[lz —y|[*).
y€eIN

Soit ¢ : (z,y) — —||z — y||*. ¢ est de classe C' sur RY x RY (fonction polynomiale) et :

(3) Pour z € RY, on a —d(z)* =

Y(z,y) €RY  Vod(z,y) = —2(z —y).

(4) En tant que fonction polynomiale, V¢ est continue sur RY x RY.

D’apres le théoreme de DANSKIN, pour tout h € ]RN, —d? est différentiable sur RY dans la direction h et :

Ve e RN —Dy(d®)(z) = sup Vaid(z,p(z)) - h.
p(z)eZ(2)

Autrement dit,

Du(d)@) =2 inf (@ p(@)h.
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