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Soit n ∈ N∗.

Théorème 1. de Floquet.

Soit A : R → Mn(C) continue et T -périodique, où T > 0.
Soit (Y1, . . . , Yn) une base de solutions du système différentiel (H) : X ′(t) = A(t)X(t). On note M = (Y1| · · · |Yn).
Alors, il existe B ∈ Mn(C) telle que :

∀t ∈ R M(t+ T ) = M(t)eTB ,

et pour cette matrice B, il existe Q : R → GLn(C) T -périodique telle que :

∀t ∈ R M(t) = Q(t)etB .

Cette dernière identité est appelée forme normale de Floquet.

Preuve : Raisonnons par étapes.
⋆ Étape 1 : Montrons qu’il existe λ ∈ C et une solution non nulle Y de (H) telle que pour tout t ∈ R, Y (t+T ) = λY (t).
Soit S l’ensemble des solutions de (H). On sait que S est un espace vectoriel de dimension n.
Soit L : S → S l’endomorphisme défini par :

∀Y ∈ S L(Y ) = t 7−→ Y (t+ T ).

L est bien à valeurs dans S. En effet, soit Y ∈ S. Pour tout t ∈ R, on a :

Y (t+ T ) = A(t+ T )Y (t+ T )

= A(t)Y (t+ T ),

puisque Y ∈ S et A est T -périodique. Donc L est bien à valeurs dans S, et est linéaire car (H) est un système différentiel
linéaire.
Soit λ ∈ Sp(L). Remarquons que 0 n’est pas valeur propre de L, puisque L est un automorphisme de S (sa réciproque
étant Y 7−→ (t 7−→ Y (t− T ))). Il vient alors λ ̸= 0.
Il existe donc un vecteur propre de L, noté Y (qui est une solution de (H)) tel que L(Y ) = λY . Autrement dit, pour
tout t ∈ R, Y (t+ T ) = λY (t).
⋆ Étape 2 : Montrons que φ : M(t)−1M(t + T ) est constante sur R. Déjà, pour tout t ∈ R, M(t) est inversible car M
est la matrice dont les colonnes forment une base de solutions de (H).
Donc t 7−→ M(t)−1 est dérivable sur R. Par produit, φ est dérivable sur R et, pour t ∈ R, on a :

φ′(t) = −M(t)−1M ′(t)M(t)−1M(t+ T ) +M(t)−1M ′(t+ T ).

Or, pour t ∈ R, M ′(t) = (Y ′
1 (t)| · · · |Y ′

n(t)) = (A(t)Y1(t)| · · · |A(t)Yn(t)) = A(t)M(t), et comme A est T -périodique, on a
de même M ′(t+ T ) = A(t)M(t+ T ). Il vient :

φ′(t) = −M(t)−1A(t)M(t)M(t)−1M(t+ T ) +M(t)−1A(t)M(t+ T )

= −M(t)−1A(t)M(t+ T ) +M(t)−1A(t)M(t+ T )

= 0.

Donc φ est constante sur R (R étant connexe).
⋆ Étape 3 : Montrons l’existence de B. On a que φ est constante sur R, donc il existe C ∈ Mn(C) telle que pour tout
t ∈ R, M(t)−1M(t+ T ) = C ∈ GLn(C), i.e. M(t+ T ) = M(t)C.

Or, exp : Mn(C) → GLn(C) est surjective. Il existe donc B̃ ∈ Mn(C) telle que C = eB̃ . En posant B =
B̃

T
, on obtient

C = eTB , ce qui achève cette étape.
⋆ Étape 4 : Concluons.
Soit Q : R → GLn(C) définie par :

∀t ∈ R Q(t) = M(t)e−tB .
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Pour t ∈ R, Q(t) est bien inversible par produit de matrices inversibles. De plus, pour t ∈ R,

Q(t+ T ) = M(t+ T )e−(t+T )B

Étape 3
= M(t)eTBe−TB−tB

−tB et −TB
commutent

= M(t)eTBe−TBe−tB

= M(t)e−tB

= Q(t).

Donc Q est T -périodique.

Remarque 2.

Les valeurs propres de eTB sont appelées multiplicateurs de Floquet du problème.
- S’ils sont tous de module strictement supérieur à 1, aucune solution n’est stable à part la fonction nulle.
- Si un d’entre eux a un module inférieur ou égal à 1, il existe des solutions stables non nulles.
- S’ils sont tous de module inférieur ou égal à 1, toutes les solutions sont stables.

Corollaire 3.

On garde les mêmes notations. Soient λ1, . . . , λn les valeurs propres de B. On écrit B = D+N la décomposition
de Dunford de B, et P ∈ GLn(C) telle que ∆ := P−1DP = diag(λ1, . . . , λn). On note également Z : t 7−→
M(t)P = (Z1(t)| · · · |Zn(t)).

Enfin, pour tout i ∈ J0;n− 1K et t ∈ R, on note
1

i!
Q(t)N iP := (Ri,1(t)| · · · |Ri,n(t)).

Alors :
[1] (Z1, . . . , Zn) est une base de solutions de (H) ;

[2] Pour tout k ∈ J1;nK et t ∈ R, Zk(t) = eλkt
n−1∑
i=0

tiRi,k(t), et les Ri,k sont toutes T -périodiques.

Preuve : [1] Pour tout t ∈ R et k ∈ J1;nK,

Z′
k(t) = Y ′

k(t)P

= A(t)Yk(t)P

= A(t)Zk(t),

et Zk est une solution de S.
De plus, (Z1, . . . , Zn) = (Y1P, . . . , YnP ) est C-libre puisque P ∈ GLn(C) et (Y1, . . . , Yn) est une base de S. Elle est
également génératrice de S car S est de dimension n = card({Z1, . . . , Zn}). Donc c’est une base de S.
[2] Soit t ∈ R. On a, puisque D et N commutent (ce sont des polynômes en B) :

M(t) = Q(t)etB

= Q(t)et(D+N)

= Q(t)etNetP∆P−1

= Q(t)etNPet∆P−1.

Donc M(t)P = Q(t)etNPet∆. Or, comme t∆ = diag(tλ1, . . . , tλn), e
t∆ = diag(etλ1 , . . . , etλn). Comme N est nilpotente,

Nn = 0 et donc etN =

n−1∑
i=0

tiN i

i!
. Ceci permet d’écrire :

Z(t) = M(t)P

= Q(t)etNPet∆

=

n−1∑
i=0

ti
Q(t)N iP

i!
et∆

=

n−1∑
i=0

ti(Ri,1(t)| · · · |Ri,n(t))diag(e
tλ1 , . . . , etλn)

=

n−1∑
i=0

ti(Ri,1(t)e
tλ1 | · · · |Ri,n(t)e

tλn).

Donc :

∀t ∈ R ∀k ∈ J1;nK Zk(t) = eλkt
n−1∑
i=0

tiRi,k(t).
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Enfin, pour t ∈ R et i ∈ J0;n− 1K,

(Ri,1(t+ T )−Ri,1(t)| · · · |Ri,n(t+ T )−Ri,n(t)) =
1

i!
(Q(t+ T )−Q(t))N iP = 0,

car Q est T -périodique. Donc pour tout k ∈ J1;nK, Ri,k est T -périodique.

Application 4.

Application au système différentiel (H)

{
x′(t) = x(t)− cos(t)y(t)
y′(t) = cos(t)x(t) + y(t)

.

Preuve : (H) se réécrit X ′(t) = A(t)X(t), où A : t 7−→
(

1 − cos(t)
cos(t) 1

)
, et X =

(
x
y

)
.

A est continue (car ses fonctions coordonnées dans la base canonique de M2(R) le sont) et 2π-périodique.
D’après le théorème de Floquet, toute matrice dont les colonnes forment une base de solutions fondamentales de (H)
admet une forme normale de Floquet.

Soit X =

(
x
y

)
une solution de (H). On pose z = x+ iy. z est dérivable sur R avec, pour tout t ∈ R :

z′(t) = x(t)− cos(t)y(t) + i cos(t)x(t) + iy(t)

= (1 + i cos(t))x(t) + i(1 + i cos(t))y(t)

= (1 + i cos(t))z(t).

Il existe donc γ = α+ iβ ∈ C (indépendante de t, avec α, β ∈ R) telle que :

z(t) = γet+i sin(t)

= et(α+ iβ)(cos(sin(t)) + i sin(sin(t)))

= et(α cos(sin(t))− β sin(sin(t)) + i(β cos(sin(t)) + α sin(sin(t)))).

En identifiant parties réelles et imaginaires :

X(t) = et
(

α cos(sin(t))− β sin(sin(t))
α sin(sin(t)) + β cos(sin(t))

)

et M : t 7−→ et
(

cos(sin(t)) sin(sin(t))
sin(sin(t)) cos(sin(t))

)
est une matrice fondamentale de (H). Sa forme normale de Floquet est

donnée par B = I2 et Q : t 7−→
(

cos(sin(t)) sin(sin(t))
sin(sin(t)) cos(sin(t))

)
.

Remarque 5.

Dans cet exemple, T = 2π et eTB =

(
e2π 0
0 e2π

)
. Le problème a un unique multiplicateur de Floquet, qui

est e2π, avec |e2π| = e2π > e0 = 1, donc la seule solution stable est la fonction nulle.

M2 Agrég. 3 Institut Fourier - 2023-2024


