CYCLICITE DES Z;,
Dans tout le développement, P désigne I'’ensemble des nombres premiers

Enoncé : Soit n> 2.Le groupe Z," des éléments inversibles modulo n est cyclique si, et seulement
sin est'un des cas suivants :

e ne{24}
e n=pKpe€P\{2},kEN"
e n=2pX peP\{2},ke N~

Preuve :

1. Montrons le résultat pour p premier impair.

Montrons le résultat pour n=p¥, p € P\{2},k € N*.

Etudions le cas n=2K,k € N*.

Montrons qu’'un groupe fini produit de groupes cycliques est cyclique si, et seulement si
leurs cardinaux sont deux a deux premiers entre eux.

5. Concluons.
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1. Onadmet la formule d’Euler (¥ n € N*,n = Y3, ®(d) ou @ est I'indicatrice d’Euler.)
Soit d un diviseur de p-1 tel que 3x € Z,", 0(x) = d. D'une part, dans Z[X], Xd—1
admet au plus d racines (Z, est intégre donc Z,[X] I'est). D’autre part tout élément de
<x> (groupe de cardinal d) est racine de ce polynéme, ainsi {x € Zp*,xd =1} =<x>.
Rappelons que 'ensemble des éléments de Z," d’ordre d est I'ensemble des générateurs

de <x>, donc leur cardinal est ®(d)et par suite
|Zp*| = |Hd|p—1{Xr0(X) =d}|=X d|n o) = Zdln o(d).

IXEZp",0(x)
En découle I'existence d'un élément d’ordre p-1, c’est-a-dire la cyclicité de Zp*.

2. Supposons que k> 2. Montrons que (1 + p)pk_z =1+ pk_l[pk]'
— k_ - i
en effet, (1 + p)pk f=1+pk+ z:§)=22 (pk' 2) p.

1
. — k-2 i i — 1— k-2 _j . .
Or, pour i€ [[2, pX 2]],vp ((pi )p‘) = v, (pith2 H}J%} >k—2+i—vp() =k ce
qu'il fallait démontrer. Il est clair que (1 + p)pk_1 = 1[p¥].
Donc o(T + p) = p¥~L.

Soit q€ Z\pZ, soit g sa classe modulo pX. Alors g € (Zpk) .De plus 1'ordre de q dans

Zp* estp — 1,d’ou son ordre dans (Zpk)* estr(p — 1)pour un certain r € N* et par
suiteo(q") =p— 1.
Du fait que p — 1 A p* = 1,il découle que o((1 + p)q") = p¥(p — 1) d’oti la cyclicité de
(Zpk) '
3. Les cardinaux de Z," et Z," sont premiers, d’ou ils sont cycliques. Regardons
Zs* ={1,3,5,7}.0na3? = 52 = 72 =1, d’ol1 Zg" n'est pas cyclique. Supposons pour
n = 3, (Zyn)* non cyclique. Soit k = max{o(X), X dans Z,n"} (k < n)et y € Z,n" tel que
oy =k
Regardons les classes § ety + 2" dans Z,n+1".0na: &y + 77 e {1,T+ 27},




I facile de déduire que max{o(X),X dans Z,n+1"} <k + 1 < n+ 1,d"ou (Z,n+1)* n’est pas
cyclique. Finalement (Z,n)* est cyclique si et seulement si n < 2.

Soit G=[1j-, G;j avec les (Gj)ie1,r cycliques. Soit (N, ny,, n;) = (IGl,[G1l,, |G ]).

Soit M=PPCM(ny,, n).Il est clair que M|N.

Supposons que G est cyclique, soit g=(g4,, ;) € G,0(g) = N. Du fait que
N=PPCM(o(g;),~, 0(g;)), et que o(g;)|n;, il découle que N|M,donc N = M c’est a dire
que les (n;)je[q,r] SONt premiers entre eux.

Supposons les (n;)je[1 ] Sont premiers entre eux. Naturellement N=M.

Soit g=(g;1,, &) € G tel que Vi, 0(g;) = n;. Il est clair que o(g)=N donc G est cyclique.
Soit n=[]{_; p;* (avecr = 2) un entier décomposé en puissances de facteurs premiers
(supposés ordonnés par ordre croissant).

Du théoréme chinois, les anneaux Z,, et [[i-; Zy.o; sont isomorphes,

r

doncZ,” = H(Zpi“i)

i=1
Si n admet deux facteurs premiers impairs distincts p et g, alors 2 est un commun
diviseur de |(Zp)*| et |(Zq)*| d’ou Z," n’est pas cyclique. Donc une condition nécessaire
pour que Zpr_ .o SOit cyclique est que r < 2 et que p; = 2. De 3. et 4. il découle que
cette condition est suffisante. Ainsi on a déterminé tous les entiers ne N*\\{2} tels
que Zj, soit cyclique.



