Développement : Formule d’'inversion de Pascal, dénombrement du nombre de surjections entre ensembles

finis et formule de Faulhaber

Recasages possibles : 190
Reéférences : Agrégat personnel

Développement, :

n
e Soient (an)nso0 €t (bn)nzo deux suites numériques telles que b, = Y (Z)ak, alors
k=0
n
_ k
=(=1)" 2 (D)*(7)be
k=0
e Soient p,n deux entiers non nuls, on pose E,, = [1,n] et on note S, ,, le nombre

n
de surjections de E, dans E,. Alors S, ,, = (-1)" % (—l)k(Z)kp sip2>n.
k=0

o Soit pe N, Z kP = Z Sp(7). En particulier, 3 k? = 2(r@nh),
k= k=1

Preuve.

e On se place dans ’anneau des séries formelles et on pose B(X) = 3 %bk la série
k>0

génératrice exponentielle de la suite (b, )ns0. On a :

B(X)_ZZ( Jiix T3 '(k.z)'k' Ty (k'—z)'XIH'

k>0i=0 k>0i=0 ¢ i501=0 !

Or on a la formule suivante du produit de Cauchy de deux séries :

k
(Z)(3)-5 (0]
k>0 k>0 k>0 \i=0
Il vient alors que :

B(X) - (Z );k) (Z )];’“ak) _ X A(X),

k>0

On a donc A(X) = e B(X). En développant les expressions, on trouve :

ﬁ _ (—X)’“)( ) hei XM
% (557) (B 3m) -2 e a s
Ou encore :

I (e

k>0 k! k>01=0

Par identification due a l'unicité d’écriture, on obtient la relation voulue :
n < n
an = ()" Y1 (o
k=0

Remarquons tout d’abord que si p < n, alors S, = 0. On se place désormais

dans le cas out p 2 n. Soit A = Ef”, I’ensemble des applications de E, dans E,,
déterminons son cardinal de deux maniéres distinctes. Dans un premier temps,
construire un élément de A revient & choisir pour chacun des p éléments de départ
une image parmi les n possibles. Il y a donc n choix pour chacun des p éléments

d’ott #A = nP. D’autre part, écrivons A de la fagon suivante : A = U A ou
Ay ={f:E, — E, | #f(Ep) = k}. 1l s’agit d’une partition de A donc la réunion
est dlsJomte Ainsi construire un élément de A revient & choisir un entier k € [1,n]

de sorte que f envoie les éléments de E, sur k£ éléments distincts de E,. Il y a
(Z) choix de £ tels éléments et S, , facon d’envoyer p éléments sur k£ éléments.

n
Comme A = |J A et #A =nP, on obtient la formule suivante :
k=0

nP = Z (n)S’p k-
ko \kJ

Posons désormais ax = Sy i et b, = nP. Par la formule d’inversion de Pascal, on
obtient ’égalité souhaitée :

=1 S ent(



e Retrouvons maintenant la formule de Faulhaber définie par les Sp .
On s’intéresse a 'ensemble B = {(ag,a1,...,ap) € Epi1 x EP | | V1 <k <p,ap >
ay ;. Dénombrons maintenant de deux fagons différentes I’ensemble B. Ecrivons

n+1
d’une part B = U B; ou B; = {(ag,a1,...,ap) € B| ap =1}. Cest une partition
1=1
n+1
de B donc B = |J B;. Soit 1 <l <n+1fixé, il y a l-1 choix possibles pour
=1
n+1 n
ai,...,ap donc #By=(1-1)P et #B= Y (k-1)P = ¥ kP.
k=1 k=1

p

D’autre part, on écrit B = |J C; avec C; = {(ao,a1,...,a,) € B | #{ao,...,ap} =
=1

[ +1}. Décrire un élément de C; revient a choisir [ + 1 valeurs distinctes de E,41,

attribuer la plus grande & ag et envoyer aq,...,a, surjectivement sur les [ valeurs

p
restantes. Ainsi #Cj = (7:11)51,71. Mais comme B = |J C}, par ce qui précéde, on
=1

obtient 1’égalité suivante :

w P n+1
P
L > Sy )

k=1

e Soit p=2,0ona:

Z k2 = S, 1(n+1)+S22(n+1) _ (n+1)+2(n+ 1) _ n(n + 1)+2n(n+1)(n—1).
Pt ’ 2 ’ 3 2 3 2 6

Donc :
ikz _(+1)@Bn+2n(n-1)) n(n+1)(3+2n-2)
k=1 6 6 .

Finalement on retrouve la formule connue pour la somme des carrés des entiers
delan:

N n(n+1)(2n+1)

2

k=1 6




