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Projection sur un convexe fermé dans un espace de Hilbert et applications.

Soit H un espace de Hilbert réel ou compleze, ie un espace vectoriel normé complet ot la norme
découle d’un produit scalaire <, >. Dans le cadre complexe on rappelle que <, > vérifie :

e <, > est sesquilinéaire, ze linéaire & gauche et semi-linéaire & droite.

e <, > est hermitienne ie pour tout z,y € H, < z,y >=< y, = >

e <, > est définie positive.

Introduction Le théoréme de projection sur un convexe fermé est un outil fondamental de la
théorie des espaces de Hilbert. Grace a ce théoréme nous déduirons la structure du dual d’un
espace de Hilbert et nous serons en mesure de construire ’adjoint d’une application linéaire
continue entre deux espaces de Hilbert.

Théoréme 1. Soient H un espace de Hilbert et C' une partie convexe fermée non vide de H.
Pour tout x € H, il existe un et un seul point y € C tel que d(z,C) = ing |z —z|| = ||z — yl| et
zE
on appelle y = pc(x) le projecté orthogonal de x sur C. Il est caractérisé par :
y=pc(x) <= VzeC,Re(y—z,y—2>)<0
Démonstration.
Objectif 1. FExistence du projeté orthogonal.
On pose d = d(z,C) = inng — z||. Puisque d? = ingHm — 2||?, par définition de la borne
z€ ze
inférieure, on a :

Vn € N*, Jy, € C, ||z — yn||®> < d® + %
Objectif : Montrer que (y,)nen est de Cauchy. Par I'identité du parallélogramme ||z — 2'||? =

2||z)12 + 2||2"||* — ||z + 2'||* appliquée & z =y,, —x et 2’ =y, —z on a:
lyn = ypl* = 2llyn — 2l +2llyp — 2] = lyn + yp — 22|
2llyn — @l + 2llyp — @l|* — 4| g — x|
2, 2 2, 2 2
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car C' étant convexe, 7% € C et ||[225¥2 — z|| > d. Ainsi comme lim L1 =0et lim 1 =0
n—+oo ™ p——+oo P
on a :

V5>073N€N7Vn,p2N,%+%§5

et on en déduit que (Y, )nen- est de Cauchy. Puisque H est complet, (y,,)nen+ converge et on note
salimite y € C car C est fermé. Par continuité de la norme on aalors : lim |y, —x|]? = |ly—=z|?
n—aoo

puis :

lly —z|* < nlgr;(} ?+ 1=
Donc |ly — z|| < d et par définition de d, ||y — z|| > d soit ||y — z|| = d = d(=, C).
Objectif 2. Unicité du projeté orthogonal

Supposons par l'absurde qu’il existe y # 3’ tels que d = ||z — y|| = ||z — ¥'||]. Comme C est
convexe % € C et par l'identité du parallélogramme on a :

y+y
IEEY a2 = 13— 2) + 3w’ — o)
= 2xglly—z?+2x 3y —zll> = 3lly—¥?
= lly —zI? + Iy —=?) — 1lly — /|1
= a? = lly —y'|I?
< d?

Absurde, par définition de d.



Objectif 3. CNS pour étre le projeté orthogonal de x sur C'.

Supposons dans un premier temps que y est le projeté orthogonal de = sur C' et soit z € C. Par
convexité de C, (1 — Ny + Az € C pour X € [0,1] (le segment [y, z] est contenu dans C). Par
définition du projeté orthogonal on a :

lz = (L= Ny +A)P = llz —y + My = 2) [ = & = [|lz — y||?
En développant, il vient : ||z — y||> + 2ARe(< z — y,y — 2 >) + A?|ly — z||> > ||z — y||? soit :
20Re(< z —y,y — 2 >) + X|ly — z[|> > 0

et pour A # 0, 2Re(< z—y,y —2 >)+ M|y —2||?> > 0. En faisant tendre X vers 0 dans I’expression
ci-dessus, on a bien :

Re(<x—y,y—2>)>0<= Re(<y—x,y —z>) <0.

Inversement, supposons la condition ci-dessus satisfaite et montrons que y est alors le projeté
orthogonal de x sur C. Il suffit de montrer que la condition ci-dessus implique que pour tout
zeC,ona:|z—z|>|y—z|. Or,

Iz —||* = I(z = y) — (= —»)|?
ly — @2 + ||z — ylI2 —2Re(< y — 2,y — 2 >) > ||y — o]

>0
D’ou le résultat. 0

Corollaire 1. Soit C un sev fermé de H (en particulier C est naturellement conveze). Alors,
H=C®Ct et pc est une application linéaire continue.

Démonstration. Si x € C'NC*, on a en particulier < x,2 >= ||z||? = 0 et 2 = 0. Démontrons
désormais que H = C + C*. Pour ce faire, considérons un point € H et notons y le projeté
orthogonal de x sur C. Notre objectif est de montrer que x se décompose sous la forme :

r=(x—y)+youx—yecCt

Considérons z € C et montrons donc que < z — y,z >= 0. Pour u € K, comme C est un espace
vectoriel, y + uz € C' et d’aprés ce qui précéde on a :

Re(<y—z,y— (y+uz) >) =Re(<y—z,—uz >) =Re(< z —y,uz >) <0
Prenant u =<z —y,z >€ K. On a :
Re(< x —y,uz >) =Re(u < x —y,z >) = Re(vu) = ||u|> <0 = u=0.
Ce qui montre bien que z —y € C* et donne la décomposition annoncée.
Objectif 4. montrer que po est linéaire continue.
Puisque H = C @ C* I'application définie par :
Vo= +a2€ H=C®C P(x)=P(r; +122) =11

est la projection orthogonale sur C' parallélement a C*, qui est clairement linéaire. D’aprés la
premiére partie du corollaire P = Pg et quant a la continuité, on a pour z € C et y € C* :

2+ yl® = ll2l1* + lylI* > |lz]|* = llpc(z + )|

11 en résulte que pour tout z € H, on a ||pc(2)|| < ||z]| et donc pe est continue avec ||po|| < 1. O
En application, voici I'important théoréme de caractérisation du dual d’un espace hilbertien :

Théoréme 2. Représentation de Riesz-Fréchet. Soit f une forme linéaire continue sur H.
Alors, il existe un unique vecteur a € H tel que f(x) =< x,a > pour tout x € H.

Démonstration. Eliminons pour commencer le cas ot f = 0, dans ce cas a = 0 convient. Sinon
f # 0 implique que Ker(f) # H et que Ker(f) est un sev fermé car f est continue. D’apreés le
théoréme précédent, on a alors la décomposition H = Ker(f) ® Ker(f)*. Comme Ker(f) # H,
on a Ker(f)1 # {0}. Considérons alors un élément h non nul dans Ker(f)+. Pour z € H, on a
naturellement x — ;gz; heXKer(f) =< z— ;Ezg h,h >= 0. En développant ’expression ci-dessus,
on a donc :




__ i@ _ I@) =<z, 1)
<@, h>=< Kb, b >= H||h|? = f(2) =< @, fih >

Le vecteur a = %h convient donc. Montrons pour finir qu’il est unique. Pour ce faire, supposons
qu’il existe o’ € H tel que pour tout « € H, f(z) =< x,a’ >. On a alors :

Vre H, <z,d ><z,a>Vre H<z,d —a>=0
Ainsi a — a’ € H+ = {0}, ce qui nous donne 1'unicité. O
Remarque 1. Si H est hilbertien complexe, l'application x —< a,x > n’est pas linéaire, mais
semi-linéaire d’ou l'importance de placer l’élément a & droite dans écriture < x,a >.

Application 1. Soient E et F des espaces hilbertiens et T € L(E,F). Il existe une unique
application T* € L(F, E) appelée l’adjoint de T telle que :

Ve € E\Vy € F,<T(x),y >r=<z,T*(y) >p
et de plus |T|| = || T

Démonstration. :
Etape 1 : Pour tout y € F, considérons 'application ¢, : © —< T'(z),y >. Montrons que ¢,
est linéaire continue et qu’il existe un unique z € E tel que :

Ve e E, ¢, (z) =<T(z),y >=<z,2 >

D’abord ¢, est clairement linéaire par linéarité de T' et linéarité & gauche de <,>. Puis ¢, est
continue par continuité de T' et I'inégalité de Cauchy-Schwartz. En effet, on a :

|9y (@)| = [ <T(x),y > | <[ T(@)I| x Nyl < T > [zl x [yl

et donc en posant C' = || T|| x |ly||, on a |¢,(x)| < C||z|| = ¢, est continue. D’apres le théoréme
de représentation de Riesz-Fréchet, il existe alors un unique vecteur noté T (y) tel que :

Ve € E, ¢y (x) =<T(z),y >=<z,T*(y) >
Par 1'unicité de T*(y) pour un y donné, on définit une application T* : F — E.

Etape 2 : montrons que T* est linéaire. Soient y1,y2 € F et A\;, A2 € K = R ou C. Pour tout
z € FE,ona:
<z, T*(My1 + Aaye) >= < T(x), \y1 + Aaya >

= M <T(x),y1 >+ 2 < T(x),y2 >

= A <z,T*(y1) > +Xa <, T*(y2) >

= <z, MT*(y1) + AT™(y2) >
D’ot pour tout z € E, < x, T*(A1y1 + Aay2) > — < 2, \iT*(y1) + AoT*(y2) >= 0 et finalement :

< x,T*(/\lyl + )\ng) — >\1T*(y1) — )\2T*(y2) >=0
Ainsi, T*(My1 + Xay2) — MT*(y1) — XaT*(y2) € E+ = {0} et T* est linéaire.
Etape 2 : Montrons que 7™ est continue. Pour x € E et pour tout y € F', on a :
| <z, T*(y) > | =|<T(x),y > [ < T =[] x [ly]l (V)

Comme |.|| découle d’un produit scalaire, on a | T*(y)|| = sup | < z,T*(y) > | et par (V) on
ll=ll=1

a ||IT*(W)] < IIT| x |ly]] ce qui nous donne T™ est continue et en particulier | T*| < ||T||. En

utilisant I'unicité de 1'adjoint on montre facilement que : (T*)* = T et ainsi on en déduit que :

1T = [[(T)" || < T puis [T]] = [T
O

Rappel 1. Pour E, F deuz evn, on note L(E, F) l’ensemble des applications linéaires continues
de E dans F.

Référence : Topologie et analyse 3éme année. Georges Skandalis. Pages 252 a 254 et pour
Papplication & I’adjoint : page 261. Voir aussi Objectif Agregation pour un paragraphe consacré
aux applications du théoréme de projection sur un convexe fermé.



