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Étienne PEILLON

Ce développement consiste en l’étude d’une marche aléatoire simple sur Zd, avec d ∈ N∗.
On note (ei)1≤i≤n la base canonique de Rd, la suite de variables aléatoires (Xn)n∈N vérifiant
X0 = 0 et pour tout n ∈ N,Xn =

∑n
k=1 ξk, où (ξk)k∈N∗ sont des variables aléatoires i.i.d. de loi

uniforme sur {±e1, . . . ,±ed}.

Théorème

La chaîne de Markov (Xn)n∈N est récurrente si, et seulement si, d ≤ 2.

Le recasage est le suivant :
***** 261 : Loi d’une variable aléatoire : caractérisations, exemples, applications
***** 264 : Variables aléatoires discrètes. Exemples et applications
***** 266 : Utilisation de la notion d’indépendance en probabilités
**** 235 : Problèmes d’interversion de symboles en analyse
**** 241 : Suites et séries de fonctions. Exemples et contre-exemples
*** 236 : Illustrer par des exemples quelques méthodes de calcul d’intégrales de fonc-

tions d’une ou plusieurs variables

Développement
Partie 1 : position du problème. On note R l’événement de retour en temps fini en 0.
Cela s’écrit simplement

R =
⋃
n∈N∗

{Xn = 0} .

Ainsi, la suite est récurrente si P(R) = 1. On note N0 le nombre de retours en 0 de la marche
aléatoire, qui s’écrit simplement N0 =

∑+∞
k=1 1{Xk=0}. Ainsi, si la suite est récurrente, N0 = +∞

presque surement. A contrario, si P(R) < 1, alors N0 suit une loi géométrique de paramètre
1− P(R). En effet,

P(N0 ≥ k + 1) = P(N0 ≥ k + 1|N0 ≥ k) P(N0 ≥ k)

= P(N0 ≥ 1|N0 ≥ 0) P(N0 ≥ k)

= P(R) P(N0 ≥ k),
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et comme P(N0 ≥ 0) = 1, on a P(N0 ≥ k) = P(R)k. Puis, comme {N0 ≥ k + 1} ⊂ {N0 ≥ k},
on a

P(N0 = k) = P ({N0 ≥ k} ∩ {N0 ≤ k})
= P ({N0 ≥ k} ∩ {N0 ≥ k + 1}c)
= P(N0 ≥ k)− P(N0 ≥ k + 1)

= P(R)k (1− P(R)) .

Remarque

On pourrait être tenté d’écrire P(N0 = k + 1) = P(N0 = k + 1|N0 ≥ k)P(N0 ≥ k), mais
ça n’est pas conclusif. Et puis P(N0 = k + 1) = P(N0 = k + 1|N0 = k)P(N0 = k) est
archi-faux.

De fait, via le théorème de Fubini-Tonelli, on a

E(N0) = E

(
+∞∑
k=1

1{Xk=0}

)
=

+∞∑
k=1

E
(
1{Xk=0}

)
=

+∞∑
k=1

P (Xk = 0) .

Ainsi, la marche aléatoire est transiente si, et seulement si, la série de termes générale P (Xk = 0)
converge.

Partie 2 : fonction caractéristique. On introduit les fonctions caractéristiques de ξ1 et de
Xn données par

ϕ : Rd −→ C
x 7−→ E

(
e2iπ〈x,ξ1〉

)
, et

ϕn : Rd −→ C
x 7−→ E

(
e2iπ〈x,Xn〉

)
.

D’abord, comme les variables aléatoires ξk sont i.i.d., pour tout x ∈ Rd,

ϕn(x) = E
(
e2iπ〈x,Xn〉

)
= E

(
n∏

k=1

e2iπ〈x,ξk〉

)
=

n∏
k=1

E
(
e2iπ〈x,ξk〉

)
= ϕ(x)n.

Remarque

Il peut être judicieux de faire remarquer que ϕ et ϕn sont Zd-périodiques, ce qui justifie
l’intérêt porté à l’hypercube [0, 1]d.

Par ailleurs, par définition de l’espérance et linéarité de l’intégrale∫
[0,1]d

ϕn(x)dx =

∫
[0,1]d

E
(
e2iπ〈x,Xn〉

)
dx =

∫
[0,1]d

∑
k∈Zd

e2iπ〈x,k〉P(Xn = k) dx

=
∑
k∈Zd

P(Xn = k)

∫
[0,1]d

e2iπ〈x,k〉 dx.
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Or, si k = (k1, . . . , kd), alors d’après le théorème de Fubini,∫
[0,1]d

e2iπ〈x,k〉 dx =
d∏

j=1

∫ 1

0

e2iπxjkj dxj =
d∏

j=1

1{kj=0} = 1{k=0},

de sorte que ∫
[0,1]d

ϕn(x)dx = P(Xn = 0).

Partie 3 : développement en série.

Remarque

Moralement, on veut écrire

1+E(N0) =
+∞∑
n=0

P(Xn = 0) =
+∞∑
n=0

∫
[0,1]d

ϕn(x)dx =

∫
[0,1]d

+∞∑
n=0

ϕ(x)ndx =

∫
[0,1]d

1

1− ϕ(x)
dx.

Il y a deux problèmes à ces manipulations : l’interversion série-intégrale et le calcul de la
série géométrique.

On commence par calculer ϕ. Soit x = (x1, . . . , xd) ∈ [0, 1]d :

ϕ(x) =
1

2d

d∑
k=1

e2iπxk + e−2iπxk =
1

d

d∑
k=1

cos (2πxk) .

Ainsi, d’après l’inégalité triangulaire, −1 ≤ ϕ(x) ≤ 1 et ϕ(x) = 1 si, et seulement si, cos(2πxk) =
1 pour tout k = 1, . . . , d, c’est-à-dire que x est un des coins de l’hypercube (qui peuvent tous
être identifié au même point par périodicité). On note C l’ensemble des coins de l’hypercube.
Par conséquent, la fonction 1/(1 − ϕ) est bien définie sur [0, 1]d \ C et y est continue par
continuité de ϕ.

On régularise ϕ en multipliant par ε ∈]0, 1[ de sorte |εϕ| ≤ ε < 1 et la série de termes
général (εϕ)n converge normalement sur [0, 1]d. Ainsi, on a∫

[0,1]d

1

1− εϕ(x)
dx =

∫
[0,1]d

+∞∑
n=0

εnϕ(x)ndx =
+∞∑
n=0

εn
∫
[0,1]d

ϕn(x)dx =
+∞∑
n=0

εnP(Xn = 0).

Finalement, le théorème de convergence monotone nous permet d’établir l’identité∫
[0,1]d

1

1− ϕ(x)
dx =

+∞∑
n=0

P(Xn = 0).
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Remarque

On omettra le point suivant, car il est uniquement technique et peu significatif. Étant
donné x ∈ [0, 1]d, la fonction ε 7→ 1

1−εϕ(x)
est croissante si, et seulement si ϕ(x) ≥ 0. Ça

n’est pas gênant, car si on sépare l’intégrale en deux parties, l’une sur {ϕ ≥ 0} et l’autre
sur {ϕ < 0}, le théorème de convergence monotone nous permet quand même de conclure
dans le second cas. En effet, on aura 1/(1−ϕ) ≤ 1/(1− εϕ) < 1 de sorte qu’en intégrant
sur {ϕ < 0} ⊂ [0, 1]d, on dispose que d’intégrales finies.

Partie 4 : intégrabilité de 1/(1−ϕ). Par périodicité de ϕ, et quitte à intégrer sur
[
−1

2
, 1
2

]d,
il suffit d’étudier la convergence de l’intégrale en 0. Ainsi, au voisinage de 0, on a

1− ϕ(x) =
1

d

d∑
k=1

1− cos(2πxk) =
1

d

d∑
k=1

2π2x2
k +O(x4

k) =
2π2

d
‖x‖2 +O(‖x‖4) ∼ 2π2

d
‖x‖2 .

Ainsi,
∫
1/(1− ϕ) est finie si, et seulement si∫

B(0,1)

dx

‖x‖2
< ∞.

Ainsi, ∫
B(0,1)

dx

‖x‖2
=

∫ 1

ρ=0

∫
Sd−1
ρ

dω

‖ω‖2
dρ =

∫ 1

ρ=0

∫
Sd−1

rd−1dω

ρ2
dρ = |Sd−1|

∫ 1

0

ρd−3dρ,

de sorte que l’intégrale est finie si, et seulement si d ≥ 3. En conclusion, la marche aléatoire est
récurrente si, et seulement si d ≤ 2.
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