Développement : Suite de polygones

Etienne PEILLON

Le développement suivant consiste a montrer qu’une suite de polygones converge, ce qui
met notamment en jeu le calcul du déterminant d’'une matrice circulante.

Théoréme

Soit P un polygone & n cotés, assimilé a un n-uplet (z;),_, , € C" et a,b €]0, 1] avec
a+b = 1. On définit la suite de polygone (Py), oy avec Py = 77 et Pry1 est le polygone
a n cotés dont les sommets sont les barycentres pondérés par (a,b) des arétes de Py. La
suite (Py),ey converge vers l'isobarycentre de P.

Ce résultat passe par le calcul suivant.

Soient ag,...,a,-1 € C et w = e . Alors
Qo a; Az an—1
ap—-1 QAo aip -+ Ap-2 n—1n—1
det | Gn—2 Gn—1 Qo Ap—3 = H Z akwjk.
5 iy : j=0 k=0
aq a9 as --- Qo

Ce développement reprend les idées de [CP22| et [IP24].
Le recasage est le suivant :
kil 153 ¢ Valeurs propres, vecteurs propres. Calculs exacts ou approchés d’éléments
propres. Applications.
HkEk 226 ¢ Suites vectorielles et réelles définies par une relation de récurrence
un+1=f(un). Exemples. Applications a la résolution approchée d’équations.
Rkk 152 ¢ Endomorphismes diagonalisables en dimension finie.
fRxk 191 ¢ Exemples d’utilisation de techniques d’algeébre en géométrie.
Fkx 150 : Polynomes d’endomorphisme en dimension finie. Réduction d’un endomor-
phisme en dimension finie. Applications.
k149 : Déterminant. Exemples et applications.
FRk 181 @ Convexité dans Rn. Applications en algébre et en géométrie.
Les trois derniers recasages sont assez discutables.
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Développement

Partie 1 : calcul du déterminant circulant. On note C la matrice circulante, et J la
matrice

0Oo10 --- 0
oOoo0o1 -0
J=1: :
0 1
100 --- 0

Si (e;),_; , est la base canonique, alors on a Je; = e;_y pour i > 1 et Je; = e,. Ainsi, avec
k<n, J¥e; = e;_y, pour i > k et J¥e; = e;_j4, pour i < k, de sorte que

k _ 0 Idn—k
I = (Idk 0 )

Finalement, on a C' = Zz;é a,J*. On diagonalise .J.

Remarque

Il y a deux maniéres de diagonaliser J. Soit on de la définition de valeur propre, soit
on part de I'égalité J* = Id. L’avantage de la premiére est de mettre immédiatement
en évidence le lien entre une valeur propre et un vecteur propre associé, tandis que la
seconde permet d’expédier la question a condition de connaitre les vecteurs propres.

Premiére méthode : soient A € C une valeur propre et X = (z;);=1,_, un vecteur propre
associé, de sorte que JX = AX, de sorte que

To = )\1'1
T3 = ATy 1p = Ay
T = )\"a:k .

= Vk € [1,n], {

T = AL,
Ainsi, on observe que les valeurs propres de J sont racines n-iémes de I'unité, et on vérifie que

siw € U, alors Y, _, w* tey est un vecteur propre de J associé a w.

Seconde méthode : le polynome X" —1 annule J donc son polyndéme minimal est scindé
a racines simples donc J est diagonalisables et ses valeurs propres sont contenues dans U,,. On
vérifie que Y ,_, w" e, est un vecteur propre de J associé & w € U,,.

On constate que J admet n valeurs propres disti;;ctes, donc est diagonalisable et il existe
P € GL,(C) et D =diag(1l,w,...,w" ) avec w = en de sorte que J = PDP~!. Finalement,

n—1 n—1 n—1
det(C) = det (P > akD’“P_1> =1]D_ aw™
k=0 7=0 k=0

A noter que la matrice P est formées des vecteurs propres de J, de sorte sa premiére colonne
puisse étre choisie égale a (1, 1,, ..., 1).
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Remarque

En fait, P peut étre choisie comme la matrice de Vandermonde suivante
1 1 1 1
1 w w2t
P — ]_ w2 w4 oo o w2(n71)
i wn:—l wQ(;L_l) . w(n‘—l)Q

Partie 2 : modélisation réduction. On assimile le polygone Py au n-uplet de nombre
complexes Z; = (zz(k)) . La relation entre les polygones Pyi1 et Py induit la relation
1=1,....n

matricielle Z 1, = Cy 2y avec

a b 0 0

0 a b 0
Cop=1+ . . . ],

O --- 0 a b

b 0 --- 0

de sorte qu’on ait 7 = C’a »Zo- Ainsi, étudier la convergence des polygones revient & étudier le

comportement de la suite matricielle (C’k b) et en définitive il suffira de comparer le module

keN’
des valeurs propres de C,; avec 1 pour en tirer le comportement asymptotique de (Zj), .-

Remarque

Il y a plusieurs maniéres de diagonaliser C, ;. Si on a diagonalisé la matrice circulante, le
calcul est évident. Mais on peut alternativement calculer le polyndéme caractéristique de
Cop- En effet,

XC,,(X) = det(Cop — X1d) =H a+bw3 )
=0

Il reste néanmoins a calculer un vecteur propre associé a 1.

Par le calcul précédent, on a clairement

Cup = ald +bJ = P (ald + bD) P~

—_——
Da,b

Ainsi, il apparait clairement que les valeurs propres de C,, sont A\; = (D) g=a+t bwi=1 pour
j € [1,n]. En notant Y, = P~'Z, on obtient que Y; = D} ,Y;.

Partie 3 : Convergence et conclusion. Il ne reste plus qu’a étudier les valeurs propres. Si
j=1,alors \y = 1. Sinon, j > 1 et

?=la+ b(,uj_l‘2 = a® + b* + 2abRe(w’ ™)
= (a+b)* —2ab (1 — Re(w’™")) =1 —2ab (1 — Re(w’™ ")) < 1.

Ainsi, on a limg_, )\g? =0,

1 01n-1
lim DF, = o ,
k—+oo @ b= (On—l,l On—l,n—l)

3
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et Yoo = limg 400 Yy = (1,0, -+ ,0). Finalement, on a Z,, = limy_, o PY; =« (1,--- ,1).
Par ailleurs, deux polygones consécutifs ont les mémes isobarycentres. En effet, si zg est
I’affixe du barycentre, alors, comme a + b =1,

nzg = En:zgkﬂ Zaz(k + ble = Z Z( ),
i=1

=1

Finalement, par convergence de la suite de polygones, on obtient que

n

1 Z k)
= — ]_' ( = .
G n k—1>I+noo — “i @
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Annexe

On peut étendre le raisonnement au cas ou la pondération du barycentre change & chaque
polygone, comme proposé par |[CP22| et [IP24]. Ainsi, on a le résultat suivant.

Proposition

Soit P un polygone & n co6tés, assimilé & un n-uplet (z),_, , € C" et deux suites
réelles positives (ax)pey €t (bk)pey telles que (ax) + (br) = 1. On définit la suite de
polygone (Py),cy avec Py = P et Pjyq est le polygone a n cotés dont les sommets sont
les barycentres pondérés par (ay, by) des arétes de Py.

Si la série ), . arby diverge, alors la suite (Py),oy converge vers l'isobarycentre de P.

.

Démonstration. Sion reprend les notations du développement, on a Zj 1 = C,, p, Zj. Ainsi, en
notant encore Y, = P17, ona Y, = Dg, v, Yr o0t Dy, p, = aild + by D. Ainsi, comme toutes
les matrices (Dy, b, ) oy COMmutent, on peut écrire

k
j=0

Ainsi, si Y}, = <y](k)> j=1,...,n, alors

k
k+1 H ag—l-bgwj ! y](O).
£=0

En particulier, y%k) = y%o). Il ne reste qu’a calculer les limites des autres composantes. De fait,

2

<1 + Qakbk 1 — Re(w’™ 1))),

k
=0

k
H ag+bgoﬂ 1
=0
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et en passant au logarithme, et en utilisant la concavité du logarithme,

2

|
E

k
H (ae + bgwjfl)

In In (1= 2a.by(1 — Re(w’ ™))
=0 £=0
k
S —2agbg(1 — Re(wj_l))
=0
k
< —2(1 —Re(w’™)) Z agby.
=0

Ainsi, comme 1 — Re(w’™!) > 0 et que la série de termes positifs Z];:o aeby diverge, on a

k
lim 1 I =—
k—l>r—$l-,loon H ag+bgw 0,
=0
de sorte que
k
. (k+1) _ s i—1y ,,(0) _
kgr—{loo Yo = k1—1>I—Poo (ae + bew™) 4 = 0.
=0
La conclusion suit comme dans le développement. O]



