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Théorème :

lim
xÑ`8

ż x

0

sinptq

t
dt “

π

2

Preuve :

On pose f :

#

R` ˆ R˚
` ÝÑ R

px, tq ÞÝÑ e´xt sinptq
t

et F pxq “

ż `8

0

fpx, tq dt

On va montrer que F est bien définie.

Remarquons que, à x ą 0 fixé, on a

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

t2 e´xt sinptq

t

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ď t e´xt ÝÑ
tÑ`8

0 donc fpx, tq “ O

ˆ

1

t2

˙

.

On sait de plus que lim
tÑ0

sinptq

t
“ 1 donc fpx, .q est prolongeable en 0 par t ÞÝÑ

#

1 si t “ 0

fpx, tq sinon

Donc pour tout x ą 0, l’application fpx, .q est intégrable sur R`.

Montrons que F est bien définie en 0 :

Soit X ě 1, par intégration par parties, on a :

ż X

1

sinptq

t
dt “

„

´ cosptq

t

ȷX

t“1

´

ż X

1

cosptq

t2
dt

Or

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

cosptq

t2

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ď
1

t2
ÝÑ

tÑ`8
0 donc t ÞÝÑ

cosptq

t2
est un intégrable sur r1,`8r (car c’est un Op 1

t2 q).

Cette intégrale admet donc une limite lorsque X tend vers l’infini et par suite, quand X Ñ `8, on a :

ż X

1

sinptq

t
dt “ cosp1q ´

ż X

1

cosptq

t2
dt

Par ce qui précède, on a F bien définie en 0.

Montrons que F est de classe C1 sur R˚
`. La fonction f est de classe C8 sur pR˚

`q2 et on a

pour tout px, tq P pR˚
`q2,

Bf

Bx
px, tq “ ´e´xt sinptq

Soit a ą 0, pour tout x ě a, on a :

@ t ą 0,

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

Bf

Bx
px, tq

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

“ e´xt | sinptq| ď e´at
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Comme t ÞÝÑ e´at est intégrable sur R`, cette domination nous assure, par les théorèmes de continuité et dérivabilité

sous le signe intégral, que F est C1 sur sa,`8r et finalement sur R˚
` entier. De plus, on a

F 1pxq “ ´

ż `8

0

e´xt sinptq dt “ ´Im

ˆ
ż `8

0

e´px´iqt dt

˙

“ Im

ˆ

1

i ´ x

˙

“ ´
1

1 ` x2

Par suite, il existe C P R tel que pour tout x ą 0, F pxq “ C ´ arctanpxq.

Et puisque | sinptq| ď |t| pour tout t P R`, on a |F pxq| ď

ż `8

0

e´xt dt “
1

x
ÝÑ

xÑ`8
0

On a donc C “
π

2
. Ainsi, pour tout x ą 0, on a :

F pxq “
π

2
´ arctanpxq

Pour montrer que F p0q “
π

2
, il suffit donc de vérifier que F est continue en 0.

On pose F1pxq “

ż 1

0

e´xt sinptq

t
dt et F2pxq “

ż `8

1

e´xt sinptq

t
dt

La fonction F1 est en fait de classe C1 sur R` car on dispose de la domination

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

Bf

Bx
px, tq

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

“ e´xt| sinptq| ď 1

Et la fonction constante 1 est bien intégrable sur s0, 1s. Vérifions la continuité de F2 qui est la partie imaginaire de

Gpxq “

ż `8

1

e´px´iqt

t
dt. Pour X ě 1, on a :

ż X

1

e´px´iqt

t
dt “

„

1

i ´ x

e´px´iqt

t

ȷX

1

`
1

i ´ x

ż X

1

e´px´iqt

t2
dt

Comme

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

e´px´iqt

t2

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ď
1

t2
la fonction t ÞÝÑ

e´px´iqt

t2
est intégrable et

Gpxq “
ei´x

x ´ i
`

1

i ´ x

ż `8

1

e´px´iqt

t2
dt

Or la fonction px, tq P R` ˆ r1,`8r ÞÝÑ
e´px´iqt

t2
dt est continue et dominée par la fonction intégrable t ÞÝÑ

1

t2

donc la fonction x ÞÝÑ

ż `8

1

e´px´iqt

t2
dt est continue.

On en déduit que G est continue donc par suite F2 et F le sont aussi.

Ainsi

F p0q “

ż `8

0

sinptq

t
dt “

π

2

˝
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Remarque :

Pour montrer la continuité de F en 0, on aurait pu être tenté d’appliquer le théorème de convergence dominée.

Cependant, t ÞÝÑ
sinptq

t n’est pas intégrable sur R`. En effet, si tel était le cas, comme sin2 ď | sin |

(car pour tout x P R, ´1 ď sinpxq ď 1 ), la fonction t ÞÝÑ
sin2

ptq
t serait intégrable sur r1,`8r.

Or pour X ě 1, on a :
ż X

1

sin2ptq

t
dt “

ż X

1

1 ´ cosp2tq

2t
dt “

lnpXq

2
´

ż X

1

cosp2tq

t
dt

Et par changement de variable u “ 2t, on a

ż X

1

cosp2tq

t
dt “

ż 2X

2

cospuq

u
du

et par une intégration par parties, on a

ż `8

1

cospuq

u
du qui converge. Si bien que

lim
XÑ8

ż X

0

sin2ptq

t
dt “ `8
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