Méthode de Newton

Référence :

— Francois Rouviere : Petit guide du calcul différentiel a l'usage de la licence et de l’agrégation, pages 140 a 144

Couplé avec les legons : 218, 223, 226, 229

Théoréeme :

Soient (¢, d) € R? tel que ¢ < d et f € C?([c,d],R). On suppose que f(c) <0 < f(d) et que pour tout z € [c,d], on a
f(z) > 0.

On consideére la suite récurrente (x,,)ney définie par :

To € [67 d]v

Tny1 = F(zn), avec F(z):=2z— 75

Alors f admet un unique zéro, noté a, et il existe un intervalle I < [c, d] stable par F' tel que, pour tout xg € I, la

suite (2, )nen converge & lordre 2 vers a dans 1.

Si de plus f” > 0,
Alors l'intervalle I = [a, d] est stable par F et, pour xg € I\{a}, (25)nen est strictement décroissante,
et on a I’équivalent suivant :

1 f"(a)

2
Tatt =0 N5 i) W T )

Preuve :

La fonction f est continue sur [¢,d], on a f(c) < 0 et f(d) > 0 et f est strictement croissante. Ainsi par théoréme
des valeurs intermédiaire, on a l'existence d'un a €]c, d[ tel que f(a) = 0.

Par stricte croissance de f, on a 'unicité d’un tel a.

Puisque f(a) = 0, on remarque que F'(a) = a et on a pour tout z € [¢,d] :

f(@) = fla) _ fla) = f(x) = (a—2)f'(z)
f'(x) f'(x)

La formule de Taylor-Lagrange d’origine a et d’extrémité = appliquée au numérateur nous donne, l'existence d’un

Flz)—a=xz—a—

z €la, z[ tel que :

1 "
Fa)—a= 3 h e —a? ()
. max(|f"]) , B _
En posant C := 2 min(|77])’ on a pour tout z € [¢,d] : |F(z) —a| < Clz — al?

On considére «a > 0 assez petit pour que Ca < 1 et I := [a — «, a + a] soit contenu dans [¢, d].



Alors, pour tout x € I, on a :
|F(z) —a| < Ca®? <a, dou F(I)cI.

Montrons maintenant la convergence a I'ordre 2 :

Soit xg € I. Par ce qui précéde on a pour tout ne N, x, € I et :

[Tni1 —al = |F(zn) —a| < Cla, —af®

donc  Clz, —a| < (Clzy — a\)T < (Ca)*”

Puisque 0 < Car < 1, on a bien la convergence a l'ordre 2 de (z,,)nen vers a (car c’est le seul point fixe de F sur [c, d]).

On suppose de plus que pour tout x € [¢,d], f”(x) > 0. On pose désormais I = [a,d].
Poura<z <dona f'(x)>0et f(z) >0, d’ou:

F(z)=z— ;,((?) <w (1)
avec inégalité stricte si x > a.
On a également par (x) :
1 "
F(z)—a= 2‘;/((;))(:3 —a)?=0 (2

avec inégalité stricte si x > a.

On a donc avec (1) et (2) I stable par F. De plus, par (1), on a que la suite (2, )nen est décroissante (strictement si
xo > a).

Pour tout n € N, on a : a < z, < d (avec une suite constante si zg = a).

Donc la suite (2, )nen, étant décroissante et minorée, admet une limite I qui vérifie F(I) = I, donc f(I) =0 et | = a,
par ce qui précede.

En appliquant la formule de Taylor-Lagrange en chaque x,,, on obtient une suite (z,) telle que :

1 f/l(zn)

ot N2
TIn+1 —Q 2 f'xn) (.%‘n a’)
1 " " "
avec a < z, < Tp pour tout ne€ N. On a : nh—r»%o (2 J;/éjﬂ;) _ ;f/((‘;)) et I’équivalent :

1 f‘/l(a)
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