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Théorème :

Soient pc, dq P R2 tel que c ă d et f P C2prc, ds,Rq. On suppose que fpcq ă 0 ă fpdq et que pour tout x P rc, ds, on a

f 1pxq ą 0.

On considère la suite récurrente pxnqnPN définie par :
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x0 P rc, ds,

xn`1 “ F pxnq, avec F pxq :“ x ´
fpxq

f 1pxq
.

Alors f admet un unique zéro, noté a, et il existe un intervalle I Ă rc, ds stable par F tel que, pour tout x0 P I, la

suite pxnqnPN converge à l’ordre 2 vers a dans I.

Si de plus f2 ą 0,

Alors l’intervalle I “ ra, ds est stable par F et, pour x0 P Iztau, pxnqnPN est strictement décroissante,

et on a l’équivalent suivant :

xn`1 ´ a „
nÑ8

1

2

f2paq

f 1paq
pxn ´ aq2

Preuve :

La fonction f est continue sur rc, ds, on a fpcq ă 0 et fpdq ą 0 et f est strictement croissante. Ainsi par théorème

des valeurs intermédiaire, on a l’existence d’un a Psc, dr tel que fpaq “ 0.

Par stricte croissance de f , on a l’unicité d’un tel a.

Puisque fpaq “ 0, on remarque que F paq “ a et on a pour tout x P rc, ds :

F pxq ´ a “ x ´ a ´
fpxq ´ fpaq

f 1pxq
“

fpaq ´ fpxq ´ pa ´ xqf 1pxq

f 1pxq

La formule de Taylor-Lagrange d’origine a et d’extrémité x appliquée au numérateur nous donne, l’existence d’un

z Psa, xr tel que :

F pxq ´ a “
1

2

f2pzq

f 1pxq
px ´ aq2 p˚q

En posant C :“
maxp|f2|q

2minp|f 1|q
, on a pour tout x P rc, ds : |F pxq ´ a| ď C|x ´ a|2

On considère α ą 0 assez petit pour que Cα ă 1 et I :“ ra ´ α, a ` αs soit contenu dans rc, ds.
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Alors, pour tout x P I, on a :

|F pxq ´ a| ď Cα2 ă α, d’où F pIq Ă I.

Montrons maintenant la convergence à l’ordre 2 :

Soit x0 P I. Par ce qui précède on a pour tout n P N, xn P I et :

|xn`1 ´ a| “ |F pxnq ´ a| ď C|xn ´ a|2

donc C|xn ´ a| ď pC|x0 ´ a|q
2n

ď pCαq
2n

Puisque 0 ă Cα ă 1, on a bien la convergence à l’ordre 2 de pxnqnPN vers a (car c’est le seul point fixe de F sur rc, ds).

On suppose de plus que pour tout x P rc, ds, f2pxq ą 0. On pose désormais I “ ra, ds.

Pour a ď x ď d on a f 1pxq ą 0 et fpxq ě 0, d’où :

F pxq “ x ´
fpxq

f 1pxq
ď x p1q

avec inégalité stricte si x ą a.

On a également par p˚q :

F pxq ´ a “
1

2

f2pzq

f 1pxq
px ´ aq2 ě 0 p2q

avec inégalité stricte si x ą a.

On a donc avec (1) et (2) I stable par F . De plus, par (1), on a que la suite pxnqnPN est décroissante (strictement si

x0 ą a).

Pour tout n P N, on a : a ă xn ď d (avec une suite constante si x0 “ a).

Donc la suite pxnqnPN, étant décroissante et minorée, admet une limite l qui vérifie F plq “ l, donc fplq “ 0 et l “ a,

par ce qui précède.

En appliquant la formule de Taylor-Lagrange en chaque xn, on obtient une suite pznq telle que :

xn`1 ´ a “
1

2

f2pznq

f 1pxnq
pxn ´ aq2

avec a ă zn ă xn pour tout n P N. On a : lim
nÑ8

ˆ

1

2

f2pznq

f 1pxnq

˙

“
f2paq

2f 1paq
et l’équivalent :

xn`1 ´ a „
nÑ8

1

2

f2paq

f 1paq
pxn ´ aq2
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