Simplicité du groupe alterné 2, pour n =3 oun>5
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Théoréeme :

Le groupe alterné 2, est simple lorsque n = 3 ou n > 5.

Lemmes :

— Lemme 1 : Soient (11, 72) € &,, deux transpositions, alors 717 est une produit de 3-cycles.
— Lemme 2 : Pour n > 5, les 3-cycles engendrent 2,,.

— Lemme 3 : Pour n > 5, les 3-cycles sont conjugués dans 2.

Preuve :

1) Preuwve du Lemme 1 :
Soient (11,72) € &, on distingue trois cas suivant les supports de ces transpositions :

— si 1 = Ty, alors 77y = id = ¥3, pour n’importe quel 3-cycle y € &,,.
— si leur intersection est restreinte & un singleton, i.e. Supp(m)nSupp(m)= {z},
on a alors y, z € [1,n]\{z} avec y # z tels que 7, = (zy) et 72 = (22).
Ainsi 779 = (zy)(z2) = (xzy) un 3-cycle.
— si Supp(71)nSupp(m2)= &,
on a alors x,y, z,t € [1,n] tous distincts tels que 7, = (zy) et 72 = (zt).
On obtient 172 = (zy)(2t) = (zy)(yz)(yz)(2t) = (xyz)(yzt) un produit de deux 3-cycles.

2) Preuve du Lemme 2 :
Soit m = 5. On sait que les transpositions engendrent &,, donc engendrent aussi 2,,.

T
Soit o € Ay, il existe 7 € N" et (7;)1<i<r tels que o = [[ 75
i=1
Or pour tout i € [1,7], on a €(r;) = —1 et €(0) =1 donc (—1)" = 1.

Par conséquent, r est pair (# 0). En regroupant deux par deux les transpositions de la décomposition de o, on a un

produit de 3-cycles d’apres le Lemme 1. Finalement, les 3-cycles engendrent tous les éléments de 2.



3) Preuve du Lemme 3 :
Soient n = 5 et v = (x12023),7 = (z)zhrh) deux 3-cycles de A,,.

On sait que v et 4/ sont conjugués dans &,,. Il existe donc o € &,, tel que pour i € {1,2,3},0(x;) = 2 et ' = oyo 1.

— Sioce,, on a fini.

— Sinon, on considere x4, x5 € [1, r]\{z1, 2,23} et 0’ := o(x425) € A, (car de signature 1). On a alors bien pour

tout ¢ € {1,2,3},0'(z;) = z} et on se ramene au cas précédent.

4) Preuve du théoréme :
Pour n = 3, A3 est d’ordre 3 donc isomorphe & Z/37Z (d’apres la structure des ”petits” groupes) qui est donc simple.

Soient n > 5 et H % {id} un sous-groupe distingué de 2l,,. Montrons que H contient un 3-cycle.

Soient o € H\{id} et v = (zzy) € A, tels que o(x) =y et z ¢ {z,y, 0 (z)}.

On remarque que yo(z) = y(y) = = et oy(z) = o(z) # = donc v et o ne commutent pas. On consideére leur
commutateur : o’ := oyo "1y #id

Puisque o € H et H est un sous-groupe distingué de ,,, on a yo 'y~ ! € H donc ¢’ € H.

Et on a
/

o' = (o707 )T = (0(2)a(2)o(y)) (yzo) = (yo(2)o(y)) (yzz) # id

o’ est produit de deux 3-cycles qui agissent sur F' := {x,y, z,0(y),0(z)} avec |F| < 5. Dans &(F'), ¢’ se décompose
en produit de cycles & supports disjoints (la "méme” que dans &, ). Puisque o’ est de signature 1 et agit sur au plus
5 éléments, nous n’avons que trois possibilités : o’ est soit un (i) 3-cycle, soit (ii) un produit de deux transpositions

a supports disjoints, soit (iii) un 5-cyle.

— (i) Si ¢’ est un 3-cycle, alors H contient un 3-cycle.
— (i) Si 0/ = (x122)(x324) alors on prend x5 € [1,n]\{x1, z2, 23,24} et on considere p := (z12225) € Us,.
Alors (par le méme raisonnement que précédemment) o” := o’'p(c’)"1p~t € H\{id}
Onac” = (o'p(0")™) p~t = (o' (z1)0' (22)0" (25)) (x52221) = (T2175) (T522w1) = (T12275)
Donc H contient un 3-cycle.
— (iil) Si 0/ = z1x9w32425), alors on considere p = (r1z2x3) €t
o” = (o'p(c)) p=t = (' (z1)0" (x2)0" (x3)) (w3w2m1) = (w2a374) (w37221) = (T17472) € H
Dans tous les cas, H contient un 3-cyle et est stable par conjugaison. Par le Lemme 3 il contient donc tous les 3-cycles
et par le Lemme 2, H = 2,,. Ainsi les seuls sous-groupes distingués de 2l,, sont {id} et lui-méme, c’est un groupe

simple.



