2 Développements d’algebre

2.1 Dénombrement des matrices diagonalisables sur un corps fini
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Théoréme :

Soient p un nombre premier et n € N*, on pose ¢ = p™. Notons F, le corps fini & ¢ éléments et D, (F,) le nombre de

matrices diagonalisables de M,,(F,). On a :
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ni+...+ng=n H |GLnL (Fq)‘
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[ Dn(Fq)| =

Preuve :

q
Posons F l’ensemble des g-uplets (E1, ..., Ex) de sous-espaces vectoriels de [y tels que (—D E; =TFy.
i=1
a
Et pour (n;)1<i<q € N7 tel que Z n; =mn on pose F,,) 1= {(Ei)i1<icq € F|Vi € [1,q], dim(E;) = n,}.

i=1
Posons F, = {A1,..., A¢}. On montre d’abord qu’il y a une bijection entre M, (F,) et F.

DnUFq) — F

O id¢ :
n considere ¢ { A s By = (Ker(A _ )\Jn»KKq

D’une part, soit A € D, (Fy), pour k € [1,q], en posant n :=dim(Ker(A — A\xI,)), on a E4 € F(,,) € F, car A est

diagonalisable, .
D’autre part, soit (F;)1<i<q € F, on définit I'endomorphisme ¥ g, : Fy — Fy défini par :
Vi€ 1,4, Vaj € By Vg, (r)) = Ajz;

Pour B une base de Fy adaptée a (E;)i1<i<q, la matrice A(g,y = Matg(¥(g,)) est diagonale, par construction. Ainsi

Matp,,,(V(g,)) (avec Bean désignant la base canonique) est diagonalisable.

F —> D, (F L.
P { (Fa) est réciproque de ¢. On a donc |D,(F,)| = | F|.

(Bi)i<i<qg +— Matg,,,(Y(g,))

Les F(,,) forment une partition de F, nous allons donc les dénombrer. Pour ce faire, on consideére 'action de groupe

suivante :

Gl (Fy) x Fny — Fn)
(9, (Bi)i<i<q)  +— 9-(Ei)i<i<q = (9((Ei)1<i<q))



Vérifions d’abord que cette action est bien définie.

Premiérement, nous avons pour tout i € [1, ¢], dim(g(E;) = dim(E;) = n;.

De plus, on a les g(E;) qui sont en somme directe. En effet, soient (j,1) € [1,¢]? avec j # I, soit = € g(E;) n g(E}),
on a alors g~ 1(z) € E; n E; = {0} donc z = 0.
Finalement, les axiomes d’action de groupe se vérifient facilement :

g-(9'(Ei)) = g9'.(E:)

Y¥(g,9') € GLn(Fq)2,V(E;) € Fia,
(9,9") € GLn(Fy)", V(E;) € Fin,), on a { ot I.(Ei) = (E))

Montrons maintenant que cette action est transitive.
Soient ((E;)1<i<qs (E])1<i<q) € ]-'(27“). On prend B une base de Fy adaptée a (E;)1<i<q €t respectivement B’ adaptée
a (E)1<i<q €t on consideére la matrice g € GL,(Fg) qui envoie B sur B’. Nous avons bien g(E;)1<i<q = (E})1<i<q

Cette action n’admet alors qu’une seule orbite.

Quant aux stabilisateurs de cette action; pour (Ej)i<i<q € F(n,), son stabilisateur est le sous-groupe de G L, (F,)
qui stabilise tous les E; : c’est le sous-groupe de matrices diagonales par blocs :

H GL(Ei) = H GLni(Fq)

ie[1,q] ie[1,q]

q
Pour (n;)1<i<q € N? tel que Z n; = n, d’apres la formule des classes, sachant qu’il n’y a qu'une orbite, nous avons :

i=1
|G L (Fy)|
|‘7:(m) = q—q
__1_[1 |G Ly, (Fg)|
Finalement,
|G L (Fy)|

|F| = Z |-7'—(n1-) = q—q

ni+...+ng=n ni+...+ng=n
(7‘;1 ..... ’nq)qENq (7721 ..... ’I'Lq)QGNq ’Ll;[l |GL7L1 <]Fq)|
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