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Théorème :

Soient p un nombre premier et n P N˚, on pose q “ pn. Notons Fq le corps fini à q éléments et DnpFqq le nombre de

matrices diagonalisables de MnpFqq. On a :

|DnpFqq| “
ÿ

n1`...`nq“n
pn1,...,nqqPNq

|GLnpFqq|
q

ś

i“1

|GLni
pFqq|

Preuve :

Posons F l’ensemble des q-uplets pE1, ..., Ekq de sous-espaces vectoriels de Fn
q tels que

q
à

i“1

Ei “ Fn
q .

Et pour pniq1ďiďq P Nq tel que
q

ÿ

i“1

ni “ n on pose Fpniq :“ tpEiq1ďiďq P F |@i P J1, qK, dimpEiq “ niu.

Posons Fq “ tλ1, ..., λqu. On montre d’abord qu’il y a une bijection entre MnpFqq et F .

On considère φ :

#

DnpFqq ÝÑ F
A ÞÝÑ EA :“ pKerpA´ λiInqq1ďiďq

D’une part, soit A P DnpFqq, pour k P J1, qK, en posant nk :“dim(Ker(A ´ λkInqq, on a EA P Fpniq Ď F , car A est

diagonalisable, .

D’autre part, soit pEiq1ďiďq P F , on définit l’endomorphisme ΨpEiq : Fn
q Ñ Fn

q défini par :

@j P J1, qK,@xj P Ej ,ΨpEiqpxjq “ λjxj

Pour B une base de Fn
q adaptée à pEiq1ďiďq , la matrice ApEiq “ MatBpΨpEiqq est diagonale, par construction. Ainsi

MatBcanpΨpEiqq (avec Bcan désignant la base canonique) est diagonalisable.

ψ :

#

F ÝÑ DnpFqq

pEiq1ďiďq ÞÝÑ MatBcan
pΨpEiqq

est réciproque de φ. On a donc |DnpFqq| “ |F |.

Les Fpniq forment une partition de F , nous allons donc les dénombrer. Pour ce faire, on considère l’action de groupe

suivante :

#

GlnpFqq ˆ Fpniq ÝÑ Fpniq

pg, pEiq1ďiďqq ÞÝÑ g.pEiq1ďiďq :“ pgppEiq1ďiďqqq
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Vérifions d’abord que cette action est bien définie.

Premièrement, nous avons pour tout i P J1, qK,dimpgpEiq “ dimpEiq “ ni.

De plus, on a les gpEiq qui sont en somme directe. En effet, soient pj, lq P J1, qK2 avec j ‰ l, soit x P gpEjq X gpElq,

on a alors g´1pxq P Ej X El “ t0u donc x “ 0.

Finalement, les axiomes d’action de groupe se vérifient facilement :

@pg, g1q P GLnpFqq2,@pEiq P Fpniq, on a

#

g.pg1pEiqq “ gg1.pEiq

et In.pEiq “ pEiq

Montrons maintenant que cette action est transitive.

Soient ppEiq1ďiďq, pE
1
iq1ďiďqq P F2

pniq
. On prend B une base de Fn

q adaptée à pEiq1ďiďq et respectivement B1 adaptée

à pE1
iq1ďiďq et on considère la matrice g P GLnpFqq qui envoie B sur B1. Nous avons bien gpEiq1ďiďq “ pE1

iq1ďiďq

Cette action n’admet alors qu’une seule orbite.

Quant aux stabilisateurs de cette action ; pour pEiq1ďiďq P Fpniq, son stabilisateur est le sous-groupe de GLnpFqq

qui stabilise tous les Ei : c’est le sous-groupe de matrices diagonales par blocs :

ź

iPJ1,qK

GLpEiq “
ź

iPJ1,qK

GLni
pFqq

Pour pniq1ďiďq P Nq tel que
q

ÿ

i“1

ni “ n, d’après la formule des classes, sachant qu’il n’y a qu’une orbite, nous avons :

|Fpniq| “
|GLnpFqq|

q
ś

i“1

|GLni
pFqq|

Finalement,

|F | “
ÿ

n1`...`nq“n
pn1,...,nqqPNq

|Fpniq| “
ÿ

n1`...`nq“n
pn1,...,nqqPNq

|GLnpFqq|
q

ś

i“1

|GLni
pFqq|

˝
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