
PRÉPARATION À L’AGRÉGATION EXTERNE :

FORMULE DES COMPLÉMENTS

TONY LIMAGNE

Résumé. Les équations fonctionnelles jouent un grand rôle en analyse, surtout
dans les problème de prolongement de fonctions. La formule des compléments

en est un exemple typique car elle illustre à merveille le principe de contagion
en analyse complexe. La stratégie est simple. On montre d’abord la formule sur

une certaine partie de la droite réelle en utilisant le théorème des résidus, mais

aussi – et c’est l’avantage d’être sur la droite réelle ! – d’utiliser les théorèmes
de changement de variables et de Fubini ; ensuite, on conclut en invoquant le

théorème de prolongement analytique pour rendre la formule valable sur une

certaine partie du plan complexe.

Le développement ci-dessous est adapté pour les leçons 236, 245, 244, 235 et 239.

1. Préliminaires

On rappelle que la fonction Γ est définie pour tout x > 0 par la formule

Γ(x) =

∫ +∞

0

tx−1e−tdt.

On peut prolonger la fonction Γ sur demi-plan Ω0 = {z ∈ C : <(z) > 0} en posant

Γ(z) =

∫ +∞

0

tz−1e−tdt.

Via une intégration par parties, on obtient l’équation fonctionnelle suivante

Γ(z + 1) = zΓ(z),

qui généralise la fonction factorielle. Le théorème d’holomorphie sous le signe intégrale
assure alors que Γ est holomorphe sur Ω0. Enfin on définit la fonction sin : C→ C
par

sin(z) =
eiz − e−iz

2i
.

Cette fonction est 2π-périodique, holomorphe sur C (comme somme de série entière)
et s’annule aux points kπ pour k parcourant Z.

2. Développement

Théorème 1 (Formule des compléments). Pour z ∈ C tel que <(z)∈ ]0, 1[ on a

Γ(z)Γ(1− z) =
π

sin(πz)
.

Démonstration. Fixons α ∈ ]0, 1[ et calculons

Iα =

∫ +∞

−∞

eαt

1 + et
dt.
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Figure 1. Représentation de l’ouvert convexe Ω et du contour γR

La fonction

f : z 7→ eαz

1 + ez
,

est holomorphe sur l’ouvert Ω \ {iπ} avec un pôle simple en iπ de résidu −eiπα car

(z − iπ)f(z) = eαz
1

ez−eiπ
z−iπ

−−−→
z→iπ

−eiπα.

Soit R > 0. Par le théorème des résidus on a

−2iπeiπα =

∫
γR

f = IA(R) + IB(R) + IC(R) + ID(R).

On a déjà

IA(R) =

∫ R

−R
f(t)dt −−−−−→

R→+∞
Iα,

et

IC(R) = −
∫ R

−R
f(t+ 2iπ)dt −−−−−→

R→+∞
−e2iπαIα.

On paramètre le segment B par le chemin

[0, 2π]→ C, t 7→ R+ it,

pour avoir

IB(R) = i

∫ 2π

0

f(R+ it)dt.

On paramètre le segment D par le chemin

[0, 2π]→ C, t 7→ −R+ i(2π − t),

pour avoir

ID(R) = −i
∫ 2π

0

f(−R+ i(2π − t))dt.

Pour tout t ∈ [0, 1] on a

|f(R+ 2iπt)|6 eαR

eR − 1
∼

R→+∞
e(α−1)R −−−−−→

R→+∞
0,
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et

|f(−R+ 2iπ(1− t))|6 e−αR

1− e−R
∼

R→+∞
e−αR −−−−−→

R→+∞
0.

Par le théorème de convergence dominée on a alors

IB(R), ID(R) −−−−−→
R→+∞

0.

Ainsi on a à la limite

−2iπeiαπ = (1− e2iπα)Iα,

c’est-à-dire

Iα =
π

sin(πα)
.

Ensuite par le théorème de Fubini-Tonelli on a

Γ(α)Γ(1− α) =

∫ +∞

0

(∫ +∞

0

(
t

s

)α
e−(s+t)

)
dt

t
ds.

On pose

u = s+ t ∈ ]0,+∞[ et v =
t

s
∈ ]0,+∞[.

Le C 1-difféomorphisme

]0,+∞[2→ ]0,+∞[2, (u, v) 7→
(
t =

uv

1 + v
, s =

u

1 + v

)
,

a pour jacobien − u
(1+v)2 = − t

v(1+v) . Par le théorème de changement de variables
on a

Γ(α)Γ(1− α) =

∫∫
]0,+∞[2

vα−1 1

1 + v
e−ududv,

=

(∫ +∞

0

vα−1

1 + v
dv

)
·
(∫ +∞

0

e−udu

)
,

=
(v=et)

Iα · 1 =
π

sin(πα)
.

Or on sait que les fonctions Γ et z 7→ 1
sin(πz) sont holomorphes sur l’ouvert

convexe

Ω = {z ∈ C : <(z) ∈ ]0, 1[}.
La formule précédente permet alors de conclure par le principe du prolongement
analytique que

∀z ∈ Ω, Γ(z)Γ(1− z) =
π

sin(πz)
.

�

Référence : [SS, Chap. 6, §1.6, Theorem 1.4 et Lemma 1.5].

Remarque 2. Le terme ”complément” provient du fait que si z ∈ C vérifie 0 <
<(z) < 1 alors 1 − z vérifie aussi 0 < <(1 − z) < 1. (Le complexe 1 − z est le
”complément” de z.)

Application 3. On a l’égalité∫ 1

0

ln(Γ(t))dt = ln(
√

2π).
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Démonstration. La formule des compléments donne pour tout t ∈ ]0, 1[

ln(Γ(t)) + ln(Γ(1− t)) = ln(π)− ln(sin(πt)).

On a donc

2

∫ 1

0

ln(Γ(t))dt = ln(π)− 1

π

∫ π

0

ln(sin(t))dt.

Or on a ∫ π

0

ln(sin(t))dt =

∫ π
2

0

ln(sin(t))dt+

∫ π

π
2

ln(sin(t))dt,

=

∫ π
2

0

(ln(sin(t)) + ln(cos(t)))dt,

=

∫ π
2

0

ln

(
1

2
sin(2t)

)
dt,

= −π
2

ln(2) +
1

2

∫ π

0

ln(sin(t))dt,

d’où le résultat. �

Référence : [CLF, Chap. XVI, Exercice 16-6].

3. Une application classique : le développement eulérien du sinus
cardinal

Proposition 4. Pour tout z ∈ Ω0 on a la formule de Weiestrass

1

Γ(z)
= zeγz

+∞∏
n=1

(
1 +

z

n

)
e−z/n,

où γ est la constante d’Euler.

Démonstration. Soit x > 0. Par le théorème de convergence dominée on a

Γ(x) = lim
n→+∞

∫ n

0

tx−1

(
1− t

n

)n
dt︸ ︷︷ ︸

=In(x)

.

Par des intégrations par parties successives on peut montrer que

∀n ∈ N∗, In(x) =

(
xn−x

n∏
k=1

(
1 +

x

k

))−1

.

Et puisque Γ(x) > 0 alors on a

1

Γ(x)
= lim
n→+∞

xn−x
n∏
k=1

(
1 +

x

k

)
.

En notant Hn = 1+ 1
2 +· · ·+ 1

n on décompose n−x = e−x ln(n) = e−xHne−x(Hn−ln(n))

pour avoir

1

Γ(x)
= lim
n→+∞

xe−x(Hn−ln(n))
n∏
k=1

(
1 +

x

k

)
e−x/k.
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Ensuite on sait que Hn = ln(n) + γ + o(1) si bien que

1

Γ(x)
= xe−xγ

+∞∏
n=1

(
1 +

x

n

)
e−x/n.

Cette égalité se prolonge sur Ω0 par le théorème du prolongement analytique (car
les expressions de gauche et de droite définissent des fonctions holomorphes sur
Ω0). �

Corollaire 5. Pour tout z ∈ C on a

sin(πz)

πz
=

+∞∏
n=1

(
1− z2

n2

)
.

Démonstration. Fixons z ∈ C tel que <(z) ∈ ]0, 1[. Par la formule des compléments
et l’équation fonctionnelle de Γ on a

sin(πz)

πz
=

1

zΓ(z)Γ(1− z)
= − 1

z2Γ(z)Γ(−z)
.

Ensuite on utilise la formule de Weierstrass :

sin(πz)

πz
= eγz

+∞∏
n=1

(
1 +

z

n

)
e−z/n × e−γz

+∞∏
n=1

(
1− z

n

)
ez/n =

+∞∏
n=1

(
1− z2

n2

)
.

L’expression de droite définie une fonction holomorphe sur C (par le théorème de

Weiestrass sur les suites de fonctions holomorphes). De même la fonction z 7→ sin(πz)
πz

est holomorphe sur C (comme somme d’une série entière) de sorte que l’égalité
précédente se généralise sur C par le principe du prolongement analytique. �

Référence : [QQ, Chap. VII, §4, Exemple fondamental 4.2].

4. Quelques questions bêtes auxquelles il faut absolument savoir
répondre rapidement

(1) Justifier que les intégrales Iα et
∫ 1

0
ln(Γ(t))dt sont bien définies.

(2)

(3)
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