
PRÉPARATION À L’AGRÉGATION EXTERNE :

THÉORÈME DES EXTREMA-LIÉS

TONY LIMAGNE

Résumé. On sait qu’une fonction numérique continue sur un compact admet

un minimum et un maximum mais la théorie des espaces compacts nous four-
nit seulement l’existence de tels points. En pratique, les méthodes numériques

donnent de bonnes approximations des extrema sous certaines conditions de

régularité. Cependant, la mise en oeuvre de ces algorithmes s’avère fasti-
dieuse, surtout sans ordinateur... On se propose ici d’établir un théorème

qui théoriquement est capable de nous fournir les points extremaux : c’est le

théorème des extrema-liés. Sa preuve mèle calcul différentiel et algèbre linéaire
élémentaire avec en fer de lance le théorème d’inversion locale.

Le développement ci-dessous est adapté pour les leçons 148, 159, 214, 215 et 206.
En ce qui concerne la leçon 214 où la notion d’espace tangent peut être présentée,
les preuves de la proposition 3 et du théorème 4 peuvent être écourtées. Dans ce
cas, il est préférable de présenter conjointement une preuve du lemme 1 et une des
applications 6 ou 7.

1. Préliminaires

Le théorème des extrema-liés est basé sur deux lemmes du dualité en dimension
finie. Les notations sont celles de [G, Chap. 3,§4]. On fixe E un K-espace vectoriel
de dimension finie d> 1. On fixe également n ∈ N∗ tels que n6 d.

Lemme 1. Si ψ, φ1, . . . , φn sont des formes linéaires sur E vérifiant
n⋂
i=1

ker(φi) ⊆ ker(ψ),

alors ψ est une combinaison linéaire des applications φ1, . . . , φn.

Démonstration. Par un jeu de réecriture on a

ker(φ1) ∩ · · · ∩ ker(φn) ⊆ ker(ψ),

φ◦1 ∩ · · · ∩ φ◦n ⊆ {ψ}◦,
{φ1, . . . , φn}◦ ⊆ {ψ}◦,

Vect(φ1, . . . , φn)◦ ⊆ {ψ}◦,

On peut alors renverser les inclusions en passant à l’orthogonal dans EX :

({ψ}◦)⊥ ⊆ (Vect(φ1, . . . , φn)◦)⊥,

{ψ} ⊆ Vect(φ1, . . . , φn),

ce qui conclut. �

Référence : [A, Annexe B, §3, Lemme B.17].
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Lemme 2. Soient φ1, . . . , φn des formes linéaires sur E. La famille (φ1, . . . , φn)
est libre dans EX si et seulement si l’application φ = (φ1, . . . , φn) : E → Kn, x 7→
(φ1(x), . . . , φn(x)) est surjective.

Démonstration. On note (e1, . . . , en) la base canonique de Kn.
⇒ Déterminons Im(φ)⊥. Soit (e∗1, . . . , e

∗
n) la base duale de (e1, . . . , en). Soit

f ∈ Im(φ)⊥ écrit f = λ1e
∗
1 + · · ·+ λne

∗
n avec λ1, . . . , λn ∈ K. Pour tout x ∈ E on a

0 = f(φ(x)) = λ1e
∗
1(φ(x)) + · · ·+ λne

∗
n(φ(x)).

Or on a aussi φ(x) = (φ1(x), . . . , φn(x)) = φ1(x)e1 + · · · + φn(x)en et donc pour
tout x ∈ E

λ1φ1(x) + · · ·+ λnφn(x) = 0,

c’est-à-dire λ1φ1 + · · ·+λnφn = 0. Et puisque (φ1, . . . , φn) est libre alors λ1 = · · · =
λn = 0.
⇐ Soient λ1, . . . , λn ∈ K tels que λ1φ1 + · · ·+λnφn = 0. Fixons i ∈ J1, nK. Par

sujectivité de φ il existe x ∈ E tel que φ(x) = ei c’est-à-dire φj(x) = 0 pour tout
j 6= i et φi(x) = 1. On a alors

0 = λ1φ1(x) + · · ·+ λnφn(x) = λi.

On en déduit que (φ1, . . . , φn) est libre. �

Référence : [G, Chap. 3,§4, Exercice 1].

2. Développement

On fixe un entier d> 1. On note (Rd)X l’espace dual de Rd. Lorsque l ∈ J1, dK
on note Rl ⊆ Rd l’injection canonique

Rl → Rd, (x1, . . . , xl) 7→ (0, . . . , 0, x1, . . . , xl),

avec la convention R0 = {0Rd}. On fixe U un ouvert de Rd et f, g1, . . . , gn des
fonctions de U dans R de classe C 1 sur U . On note

M = {x ∈ U : g1(x) = · · · = gn(x) = 0}.
On suppose dans la suite que M est non vide. Lorsque x ∈M on dit qu’un vecteur
v de Rd est tangent en x s’il existe δ > 0 et γ : ] − δ, δ[→ M de classe C 1 tels que
γ(0) = x et γ′(0) = v. On note alors Tx l’ensemble des vecteurs tangents en x. 1

Proposition 3. Soit a ∈M . Si les formes linéaires dag1, . . . ,dagn sont linéairement
indépendantes alors :

(1) Il existe un C 1-difféomorphisme local Φ : V → W qui envoie a sur 0 et tel

que Φ(V ∩M) = W × Rd−n.

(2) L’ensemble Ta est un sev de Rd (donc en particulier non vide) et vérifie

daΦ(Ta) = Rd−n .

Démonstration. (1) On complète la famille libre (dag1, . . . ,dagn) en une base B =

(dag1, . . . ,dagn, un+1, . . . , ud) de (Rd)X. Pour tout i ∈ Jn+ 1, dK, posons gi : Rd →
R, x 7→ ui(x− a). L’application

g : U → Rd, x 7→ (g1(x), . . . , gd(x)),

1. À ce stade rien ne dit que Tx soit non vide.
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est de classe C 1 sur U et sa différentielle en a

dag = (dag1, . . . ,dagn, un+1, . . . , ud) : Rd → Rd .

est bijective. En effet, si h ∈ Rd vérifie dag(h) = 0 alors

∀f ∈ (Rd)X, f(h) = 0,

puisque B est une base de (Rd)X et donc h = 0 (prendre par exemple f = (·, h)).
Par le théorème d’inversion locale il existe donc un C 1-difféomorphisme local

Φ : V → W qui envoie a sur g(a) = 0 donné par Φ = g|V . En particulier on a

Φ(V ∩M) = W ∩ Rd−n.
(2) Comme daΦ est bijective il suffit de montrer que

daΦ(Ta) = Rd−n .

⊇ Soient w ∈ Rd−n, δ > 0 et η : ] − δ, δ[→ Rd−n, t 7→ tw. Quitte à réduire δ, on
suppose

η(]− δ, δ[) ⊆W ∩ Rd−n = Φ(V ∩M).

L’application γ = Φ−1 ◦ η : ]− δ, δ[→ V ∩M est de classe C 1 et vérifie

γ′(0) = (d0Φ−1)(η′(0)) = (daΦ)−1(w) ∈ Ta,

et donc w ∈ daΦ(Ta).

⊆ Soit v ∈ Ta et soit γ :]−δ, δ[→M un chemin tel que γ(0) = a et γ′(0) = v. Quitte

à réduire δ, on suppose γ(]−δ, δ[) ⊆ V ∩M . L’application Φ◦γ : ]−δ, δ[→W ∩Rd−n
est de classe C 1 et vérifie

daΦ(v) = (Φ ◦ γ)′(0) = lim
t→0

Φ(γ(t))

t
∈ Rd−n = Rd−n,

ce qui conclut. �
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Figure 1. Schéma heuristique de la preuve.

Théorème 4 (des extrema-liés). Soit a ∈ M . On suppose les formes linéaires
dag1, . . . ,dagn linéairement indépendantes. Si f admet un extremum local en a
alors il existe λ1, . . . , λn ∈ R tel que

(1) daf = λ1dag1 + · · ·+ λndagn.
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Démonstration. On reprend les notations de la proposition 3. Vu le lemme 1, il
suffit de montrer que

n⋂
i=1

ker(dagi) =
(1)
Ta ⊆

(2)
ker(daf).

Preuve de (1). Comme Φ = g|V et daΦ(Ta) = Rd−n on a

Ta ⊆
n⋂
i=1

ker(dagi).

Par ailleurs, la famille (dag1, . . . ,dagn) étant libre le lemme 2 garantit que l’applica-

tion linéaire h 7→ (dag1, . . . ,dagn) : Rd → Rn est surjective si bien que le théorème
du rang donne

dim

(
n⋂
i=1

ker(dagi)

)
= d− n = dim(Rd−n) = dim(daΦ(Ta)) = dim(Ta),

d’où l’égalité (1).
Preuve de (2). Soient v ∈ Ta et γ :] − δ, δ[→ M un chemin tel que γ(0) = a et
γ′(0) = v. L’application

f|M ◦ γ : ]− δ, δ[→ R,
est de classe C 1 et admet un extremum local en 0 (car f admet un extremum local
en a). On a donc

0 = (f ◦ γ)′(0) = daf(v),

d’où l’inclusion (2), ce qui conclut. �

Référence : [BG, Chap. 2, §2.51, Théorème 2.5.7].

Remarque 5. Lorsque n = d l’énoncé du théorème 4 est trivial.

3. Quelques applications du théorème des extrema-liés

L’application suivante est très difficile à obtenir sans le théorème des extrema-
liés.

Application 6. Soit d ∈ N∗. Les valeurs propres d’une matrice symétrique de
Md(R) sont toutes réelles.

Démonstration. Soit A ∈ Md(R) une matrice symétrique. On note (·, ·) le produit

scalaire usuel sur Rd, et ‖ · ‖ sa norme associée. On considère u : Rd → Rd l’appli-

cation linéaire ayant A pour matrice dans la base canonique de Rd. Comme A est
symétrique, l’endomorphisme u est autoadjoint. On note

M = {x ∈ Rd : ‖x‖2 = 1},

et on considère la fonction f : x 7→ (u(x), x) qui est de classe C 1. L’application

g : Rd → R, x 7→ ‖x‖2 − 1 est de classe C 1 et vérifie M = g−1({0}). On sait que

∀x ∈ Rd, dxg : h 7→ 2(x, h).

De la même manière on a

∀x ∈ Rd, dxf : h 7→ 2(u(x), h).
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En effet, fixons x ∈ Rd. Pour tout h ∈ Rd on a

f(x+ h) = (u(x) + u(h), x+ h),

= (u(x), x) + (u(x), h) + (u(h), x) + (u(h), h),

= f(x) + 2(u(x), h) + f(h).

La dernière égalité provient du caratère autoadjoint de u ainsi que de la symétrie
du produit scalaire. Ensuite par l’inégalité de Cauchy-Schwarz et la continuité de
u il existe c > 0 tel que

∀h ∈ Rd, |f(h)|6 c‖h‖2,
et donc f(h) = o(‖h‖). Ainsi on a dxf : h 7→ 2(u(x), h). Comme M est compact et
que f est continue sur M alors f admet un maximum sur M en un point a ∈ M
(en particulier a 6= 0). Appliquons le théorème des extrema-liés : il existe λ ∈ R tel
que

daf = λdag,

(u(a), ·) = (λa, ·),
u(a) = λa,

ce qui conclut. �

Référence : [BMP, Chap. 1, §1.3, Application 1.50].
L’application suivante est classique mais peut se rédémontrer avec des outils plus
élémentaires (voir [P, Partie 2, Chap. 12, §12.1.4.2)]).

Application 7. Soit d ∈ N∗. Pour tout d-uplet de nombres positifs (x1, . . . , xd) on
a l’inégalité arithmético-géométrique

d
√
x1 · · ·xd6

x1 + · · ·+ xd
d

.

Démonstration. Un vecteur général x de Rd sera noté x = (x1, . . . , xd). On note
U = (]0,+∞[)d et

M = {x ∈ U : x1 + · · ·+ xd = 1}.
On considère les fonctions continues f, g : Rd → R donnée par

f(x) = x1 · · ·xd et g(x) = x1 + · · ·+ xd − 1.

L’ensemble M = g−1({0}) est une partie compacte de Rd de sorte que f atteint bien
un maximum sur M en un certain point a ∈ M . Par le théorème des extrema-liés
il existe λ ∈ R tel que

∀i ∈ J1, dK,
∂f

∂xi
(a) = λ

∂g

∂xi
(a),

c’est-à-dire

∀i ∈ J1, dK,
∏
j 6=i

aj = λ,

ou encore

∀i ∈ J1, dK, f(a) = λai.

Or on a aussi a ∈M et donc

∀i ∈ J1, dK, λ = λ(a1 + · · ·+ ad) = d · f(a) = λai.
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Et puisque λ 6= 0 on a

a1 = a2 = · · · = ad =
1

d
.

Soit x ∈ U . On pose y = x
x1+···+xd

de sorte que y ∈M et

x1 · · ·xd
(x1 + · · ·+ xd)d

= f(y)6 f(a) =
1

dd
,

d’où le résultat. �

Référence : [G, Chap. 5, §2, Exercice 4.a)].

Exercice 8. Déterminer les extrema locaux de f : R2 → R2, (x, y) 7→ xy sur
S1 = {(x, y) ∈ R2 : x2 + y2 = 1}.

4. Méthode numérique : la minimisation sous contraintes

L’équation (1) peut s’écrire en terme de vecteurs gradient

(2) ∇f(a) = λ1∇g1(a) + · · ·+ λn∇gn(a) et g1(a) = · · · = gn(a) = 0.

Si les fonctions f et g1, . . . , gn sont assez régulères, on peut résoudre le système
(2) de (d + n) équations d’inconnues (a, λ) où λ = (λ1, . . . , λn) par la méthode de
Newton appliquée à la fonction suivante (appelée parfois fonction de Lagrange) :

F (x, µ) =


∇f(x) +

∑n
k=1 µi∇gi(x)

g1(x)
...

gn(x)

 .

Par exemple, on cherche à minimiser la fonction J(x) = 2x2
1 + 2x2

1x
2
2 + x2

2 sous
la contrainte x1 + 2x3 − 3 = 0. Ce problème se ramène à déterminer le point
x2 qui minimise la fonction x2 7→ J(3 − 2x2, x2) et au calcul de x1 = 3 − 2x2.
Graphiquement on peut conjecturer la valeur de x2 :

1 1.1 1.2 1.3 1.4 1.5 1.6 1.7 1.8
2

3

4

5

Lorsqu’on applique la méthode précèdente on recupère non seulement une bonne
approximation du minimum recherché mais aussi la valeur du multiplicateur de
Lagrange. Voici une retranscription verbatim de la méthode en Python :
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import numpy as np

# Fonction de Lagrange
def F(X) :

f 0 = 4∗X[ 0 ] + 4∗X[ 0 ] ∗X[ 1 ]∗∗2 + 1∗X[ 2 ]
f 1 = 2∗X[ 1 ] + 4∗X[ 1 ] ∗X[ 0 ]∗∗2 + 2∗X[ 2 ]
f 2 = X[ 0 ] + 2∗X[ 1 ] − 3
return [ f0 , f1 , f 2 ]

# Jacobienne de F
def DF(X) :

return np . array ( [
[4+4∗X[ 1 ]∗∗2 , 8∗X[ 0 ] ∗X[ 1 ] , 1 ] ,
[ 8∗X[ 0 ] ∗X[1 ] ,2+4∗X[ 0 ] ∗ ∗ 2 , 2 ] ,
[ 1 , 2 , 0 ]
] )

# Mé thode de Newton a p p l i q u é e à F
e p s i l o n = 10∗∗(−5) ; X = np . array ( [ 1 , 1 , 1 ] )

while np . l i n a l g . norm(F(X) ) >= e p s i l o n :
X = np . l i n a l g . s o l v e (DF(X) ,DF(X)@X−F(X) )

print ( ”Minimum sous c o n t r a i n t e en : ” , (X[ 0 ] ,X[ 1 ] ) )
print ( ” M u l t i p l i c a t e u r de Lagrange : ” , −X[ 2 ] )

Le Shell renvoie les valeurs suivantes :

5. Méthode des multiplicateurs de Lagrange

Voici un application empruntée à la physique statistique.

Application 9. Soit un système de N particules, ayant accès à des états phy-
siques A1, . . . , Aq d’énergies respectives ε1, . . . , εq. À l’équilibre thermodynamique,
le nombre ni de particules dans l’état Ai est asymptotiquement

ni ∼
N→∞

N∑q
k=1 e

−εk/(kBT )
e−εi/(kBT ),

où T est la température du système (à l’équilibre) et kB est la constante de Boltz-
mann.

Démonstration. Une réalisation du système est un q-uplet w = (n1, . . . , nq). La
probabilité que le système soit dans une réalisation donnée w est

C(w) =
N !

n1! · · ·nq!
.
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On souhaite trouver la réalisation w = (n1, . . . , nq) qui maximise C(w), ou de façon
plus pratique, qui maximise la fonction

f(w) = ln(C(w)).

Le système obéit à deux contraintes :

(1) les particules sont discernables :

N = n1 + · · ·+ nq. (C1)

(2) le système est isolé ; autrement dit l’énergie totale E du système est constante :

E = n1ε1 + · · ·+ nqεq. (C2)

En pratique n est très grand (de l’ordre de 1024) de sorte que les variables
aléatoires n1, . . . , nq sont assez régulières (de classe C 1). On introduit la fonction
de Lagrange associée à f :

F (w) = f(w)− αN − βE,
où α et β sont des multiplicateurs de Lagrange. Pour pouvoir dériver F , on considère
un prolongement dérivable de la factorielle, à savoir la fonction Γ. On a donc

dF =

q∑
k=1

(
−∂ ln(Γ)

∂nk
(nk + 1)− α− βεk

)
dnk.

Cette formule s’annule sous les contraintes :

∂ ln(Γ)

∂nk
(nk + 1)− α− βεk = 0 pour k = 1, . . . , q.

Ensuite la formule
d ln(Γ)

dX
(X + 1) = ln(X) +O

(
1

X

)
.

permet d’avoir

ln(nk) = −α− βεk +O

(
1

nk

)
ie nk ∼ e−α−βεk .

En injectant cette approximation dans la contrainte (C1), on obtient

α = − ln(N) + ln

(
q∑

k=1

e−βεk

)
.

D’où l’on déduit

nk ∼
N→+∞

N∑q
k=1 e

−βεk
e−βεi (?)

Dans le cas où le système est un gaz parfait monoatomique, l’énergie εk est réduit
à la seule énergie cinétique d’une particule à l’état Ak. On a donc

E =
3

2
NTkB .

En injectant l’approximation (?) dans la contrainte (C2), on trouve β = 1
kBT

. La
stricte convexité de F confirme que w est un maximum. En résumé, l’équation
(?) donne la réalisation la plus probable pour le système : c’est la distribution de
Maxwell-Boltzmann classique. �

Référence : [A, Annexe B, §B.3e].



THÉORÈME DES EXTREMA-LIÉS 9

6. Quelques questions bêtes auxquelles il faut absolument savoir
répondre rapidement

(1) Justifier les phrases du type ”Quitte à réduire δ, on suppose que...” présentes
dans la preuve de la proposition 3.(2). Quelles sont les hypothèses minimales
utilisées ?
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