PREPARATION A I’AGREGATION EXTERNE :
EXISTENCE D’UNE FONCTION CONTINUE DONT LA SERIE
DE FOURIER DIVERGE

TONY LIMAGNE

RESUME. Il est trés naturel d’essayer de retrouver une fonction & partir de
ses coefficients de Fourier. On dispose par exemple du théoréme de Jordan-
Dirichlet, qui affirme qu’une fonction continue et de classe €1 par morceaux
est somme de sa série de Fourier. Paul du Bois-Reymond a prouvé en 1873 que
ce n’était plus vrai si ’on suppose seulement la fonction continue. Précisément,
il a donné un exemple explicite de fonction continue dont la série de Fourier
diverge en 0. Cet exemple a beaucoup surpris ses contemporains.

On peut se demander si 'exemple de du Bois-Reymond est pathologique, au
sens de savoir si la plupart des fonctions continues ont leur série de Fourier
convergente. On peut donner un sens précis — a ’aide du théoréeme de Baire
— a l’expression ”beaucoup de fonctions”, et on montre le résultat suivant : la
plupart des fonctions continues ont leur série de Fourier qui diverge en 0.

Le développement ci-dessous est adapté pour les lecons 205, 246, 208 et 234.

1. PRELIMINAIRES

On note %5, l'espace vectoriel complexe des fonctions f : R — C qui sont
continues et 2m-périodiques. Cet espace est muni d’une norme naturelle, définie par

[flloc =sup|f(z)] = sup [f(z)]
z€R z€[—m,7]
Lorsque f € 65, et n € Z on pose
1 T ;
en(f) = — (t)e~"dt.
2 J_,

Pour n >0, on posera également

n k
Su(f) iR Citr Y cp(f)e™ et Dy :Re>Citres Y et

k=—n j=—k

Lorsque X est un espace métrique, on appelle Gs-ensemble toute intersection
(en allemand ”Durschsmitt”) dénombrable d’ouverts (en allemand ” Gebiet”) de X.
Parallélement, on appelle F,-ensemble toute réunion (o pour ”Somme”) de fermés
(F pour "Fermé”) de X. Cette terminologie a pour but de préciser les énoncés
utilisant le

lemme 1 (Baire). Dans un espace métrique complet X, l'intersection de toute
famille dénombrable de parties ouvertes denses dans X est encore dense dans X (et
donc en particulier non vide). Autrement dit, 'union d’une famille dénombrable de
parties fermées d’intérieur vides est encore d’intérieur vide.
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Démonstration. Soient (€,)nen+ une famille d’ouverts denses dans X et Q =

:ﬁ Q,. Soit U un ouvert non vide de X. Montrons que Q2 N U est non vide.

On sait que 2 est dense dans X : il existe donc a; € 1 N U. Et puisque
Q est ouvert I'ensemble 2y N U est ouvert si bien qu’il existe r; > 0 tel que
B(ay,r] € Qq NU. Quitte a réduire le rayon, on peut supposer 1 < 1.

On sait que Q9 est dense dans X : il existe donc a; € Qo N B(ay, r1[. Et puisque
Q5 est ouvert ’ensemble Qs N B(ay, 1] est ouvert si bien qu’il existe 7o > 0 tel que
B(aa, 2] C QN B(ay, r1[. Quitte & réduire le rayon, on peut supposer ra < %

On construit ainsi par récurrence deux suites (a,) et (ry,) vérifiant

B(al,rl[g Ql NnU
0<rn< n et { Yn>=2, Bl(an,mn[C QN B(an—1, -1/
Soient n,m, N € N* tels que n > N et m > N. Les points a,, et a,, sont tous deux
dans B(ay,ry] de sorte que d(a,,an) < 2ry = &. La suite (a,) est donc de
Cauchy. Comme X est complet, la suite (a,) converge vers un point a € X. En
particulier pour tout n > 2 le point a est dans I’ensemble fermé B(a,,r,] et donc
a € ), sans oublier que a € B(ay,r1[C Q;NU. Finalement a appartient &4 QNU. O

Référence : |[R), Chap. 5, Théoreme 5.6].
2. DEVELOPPEMENT
Théoréme 2 (Banach-Steinhauss). Soient E un espace de Banach, F' un evn et
H C L.(E,F). On a lalternative suivante :
(1) Il existe M >0 tel que pour tout u € H, |lul| <M.
(2) L’ensemble
{:L‘ € E : sup |lu(z)] = +oo} ,
ueH
est une Gs-ensemble dense de E (et donc en particulier non vide).
Référence : |[R), Chap. 5, Théoreme 5.8].
Démonstration. Pour tout n € N, I’ensemble
2, ={z € E:3ue H [lu)| >n}= ] (I low)" (n,+ocl),
ucH
est une partie ouverte de E. On distingue deux cas :

(1) Soit il existe N € N tel que Qn n’est pas dense dans E. Il existe donc r > 0
et a € E tel que B(a,r|NQy = 0. Soient u € H et x € B(0,1]. Onaa+rz €
B(a,r] et donc a + rz € Qn c’est-a-dire ||u(a + rz)| = ||u(a) + ru(x)|| < N.
Ainsi on a

Vz € B(0,1], |u(x)] <

S| =

(N +lluta)l) < 2

et donc ||ul| <2N/r.

(2) Soit chaque 2, est dense dans E. Et puisque E est un espace de Banach, le
lemme de Baire garantit que

“+o00
Q= ﬂ Q, = {x € E: sup ||lu(z)| = —|—oo},
n=0 ueH

est un Gs-ensemble dense de E. O
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Référence : R, Annexe A, Exercice 7).

Corollaire 3. L’ensemble des fonctions f € %5, dont la série de Fourier diverge

en 0 est un Gg-ensemble dense de (%ax, || - [|oo)-
Démonstration. On note E = (Gar, | - ||e). Fixons n € N. On considere la forme
linéaire

n

U B = C, f = S,(f)(0) = > enlf).

k=—n
On note D,, le n® noyau de Dirichlet. Pour tout f € F on a
1 g 1 4
n = — t)D,, (t)dt| < o | — D, )|dt ) = ||D,, 05
= 5= | [ f0Pu0| <l (5 [ 1Paa) = 10l
ce qui montre que u,, est continue avec ||u,|| <||Dy|l1. Pour k € N* on pose
D,
k= Da+ L

La suite (fzDy)r est une suite croissante de fonctions positives qui converge
simplement vers |D,,| sur [—7, 7. Par le théoréme de Beppo-Levi on a donc

n(£i)] —— I Dall,

ce qui montre que ||uy, | = |[Dyl/;. D’autre part on a
1 (™ |si 1/2)t 2 [T |si 1/2)¢
D1 = 7/ w dtgf/ |sin((n +1/2) )|dt,
2 J_ . sin(t/2) T Jo t
) w(n+1/2) | o t
B PR
T Jo t n—-+o00
En résumé, on sait que :
(1) E est un espace de Banach;
(2) H={up:neN} CL(E,C);
(3) supyep llull = sup,en [ Dnllr = +00;
si bien que par le théoreme [2|’ensemble
{f € E: sup |ju| = limsup |S,(f)(0)] = +o0},
u€H n—-+4o00
est Gs-ensemble dense dans E (et donc en particulier non vide). O

Référence : |G, Annexe A, Exercice §].

Remarques 4. (1) La démonstration proposée ici est non constructive. Un exemple
explicite de fonction continue et 2m-périodique dont la somme de la série de
Fourier diverge en 0 est proposé dans |Gl Chap. 4, §5.5, Exercice 4].

(2) On vient de démontrer 'implication
+o00
feCor = Z en(f)en € Gor.
n=—oo
est fausse (ici e, est la fonction ¢ — e™). La condition nécessaire peut tou-
tefois s’obtenir en renforgant les hypotheses sur f (par exemple en supposant
f € Gar et de classe €1 par morceaux, ce qui garantit le convergence normale
de la série de Fourier de f).
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3. ET SANS LE THEOREME DE BEPPO-LEVI?

Fixons n € N. L’idée c’est de partir d’'une approximation du signe de D,, dont
on peut controler I’écart en moyenne avec |D,,|. Soient € > 0 et 6 > 0 un parametre.
On sait que D,, s’annule aux points

6, — 2k 7
2n+1
pour k € Z, et on sait que [#_g_1, 0x11] contient [—7, 7]. On impose dans un premier
temps

1 0
0 < =(Og41—0Ok) =
< 2( k+1 — Ok) 1
afin de considérer la fonction g suivante
D,(t) >0
1
LR
Or—1 O Or+1
L D,(t) <0 )

F1GURE 1. Graphe de la fonction g.

Pour t € [—m, 7] on a D, (t) < g(t) Dy, (t) + (1 — g(t)) Dy (t). Comme g(t) D, (t) =0
alors | D, ()| < g(t) Dy (t) + |1 — g(t)||Dn(t)]- On en déduit que

1 T 1 n+1 Or+6
5= | IDa®ldt<unlg) + 5 Y / | Dy (8)]dt.
T T k=—n—1"0k—0

Et puisque |D,,|<2n + 1 alors
1 (7 5

En choisissant § < GW on garantit que

1 ™
37 | 1Da(Dlat <uao) e

Finalement, on a ||u,|| = 5= ["_|Dy(t)|dt. CQFD

Référence : [T, Chap. III, §6.3].

4. QUELQUES QUESTIONS BETES AUXQUELLES IL FAUT ABSOLUMENT SAVOIR
REPONDRE RAPIDEMENT

(1) Montrer que pour tout t € [—m, x|\ {0}

sin((n + 1/2)t)
sin(t/2)

Quel sens donner a cette formule lorsque t =07

(2) Montrer que 'intégrale 0+°O %

Dn(t) =

dt est semi-convergente.
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(3) Montrer qu’il n’existe pas f € E de norme ||f||o <1 tel que ||un|| = |un(f)]-
(4) Montrer que pour tout f € E, on a aussi |u,(f)|<(2n 4+ 1)||f|lcc-
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