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Résumé. On se propose ici d’établir une généralisation du lemme des prison-
niers appelée le lemme de la grenouille. Ces appelations imagées sont en partie

basées sur le fait que ces résultats sont des énoncés de connexité. La connexité

formalise la notion intuitive d’espace en ”un seul morceau”. Nous allons mo-
tiver cette image (ou plus précisément son contraire) en démontrant le lemme

de la grenouille. La compacité et les valeurs d’adhérence jouent ici un rôle
important ici. En guise d’application, nous proposons d’établir un critère de

convergence pour les suites récurrence définies sur un compact.

Le développement est adapté pour les leçons 204, 203, 223 et 226.

1. Développement

La figure ci-dessous illustre la démarche entreprise dans la preuve du lemme de
la grenouille. Il s’agit d’un compagnon indispensable, à compléter au fur à mesure
du développement (un huitième du tableau doit lui être consacré).
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Proposition 1 (Lemme de la grenouille). Soit (E, d) un espace métrique compact.
Si (un) est une suite d’éléments de E telle que

d(un+1, un) −−−−−→
n→+∞

0,
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alors l’ensemble Γ des valeurs d’adhérence de (un) est connexe.

Démonstration. Par l’absurde, supposons que Γ soit non connexe. Il existe donc
deux fermés disjoints non vides A et B de E tels que

Γ = A ∪B.

Comme E est compact alors A et B sont compacts, et puisque A ∩B = ∅ alors

d = d(A,B) > 0.

Les ensembles

A′ =

{
x ∈ E : d(x,A) <

d

3

}
et B′ =

{
x ∈ E : d(x,B) <

d

3

}
.

sont deux ouverts de E de sorte que

K = E \ (A′ ∪B′),

est une partie fermée (donc compacte) de E. Comme la suite (d(un+1, un)) converge
vers 0, choisissons N ∈ N tel que

∀n>N, d(un+1, un) <
d

3
. (?)

Fixons (a, b) ∈ A×B et posons

Va =

{
n>N : d(un, a) <

d

3

}
et Vb =

{
n>N : d(un, b) <

d

3

}
,

Comme a et b sont deux valeurs d’adhérence de (un) les ensembles Va et Vb sont
infinis. Soit Na ∈ Va. Il existe alors Nb ∈ Vb tel que Na < Nb. Si pour tout
p ∈ JNa, NbK on aurait

up 6∈ K,
alors il existerait m ∈ JNa, Nb − 1K tel que um ∈ A′ et um+1 ∈ B′ (c’est le saut de
la grenouille !). On aurait alors

d(um+1, um)> d(um+1, A)− d(um, A)>
2d

3
− d

3
=
d

3
,

ce qui contredit (?). Il existe donc φ(0) ∈ JNa, NbK tel que uφ(0) ∈ K. Ensuite,
puisque Va est infini on peut prendre Na > φ(0) et trouver φ(1)>Na > φ(0) tel
que uφ(1) ∈ K. Ainsi on construit par récurrence une suite extraite (uφ(n)) à valeurs
dans K. Par compacité de K, cette suite possède une valeur d’adhérence ` ∈ K qui
est aussi une valeur d’adhérence de (un) si bien que ` ∈ Γ ∩K. Absurde. �

Référence : [G, Chap. 5, §4.4, Exercice 7].

Exercice 2. Soient (un) une suite réelle vérifiant

un+1 − un −−−−−→
n→+∞

0.

Montrer que l’ensemble des valeurs d’adhérence de (un) est soit vide soit un inter-
valle de R.

Application 3. Si f : [0, 1]→ [0, 1] est continue alors la suite (un) définie par

u0 ∈ [0, 1] et un+1 = f(un),

converge si et seulement si (un+1 − un) converge vers 0.
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Démonstration. Le sens direct est clair. Par l’absurde, supposons que (un+1 − un)
converge vers 0 mais que (un) ne converge pas. Comme [0, 1] est compact, il existe
deux valeurs d’adhérence ` et `′ de (un) telles que ` < `′. Notons Γ l’ensemble des
valeurs d’adhérence de (un). Soit a ∈ Γ, limite d’une sous-suite (uφ(n)). Comme

uφ(n)+1 − uφ(n) −−−−−→
n→+∞

0,

et que f est continue en a on a

(1) a = lim
n→+∞

uφ(n)+1 = lim
n→+∞

f(uφ(n)) = f(a),

Les éléments de Γ sont donc des points fixes de f . Par la proposition 1, on sait que
Γ est une partie connexe de R donc un intervalle de R si bien que [`, `′] ⊆ Γ. En

particulier `′+`
2 est une valeur d’adhérence de (un). Et puisque ` < `′ il existe p ∈ N

tel que ∣∣∣∣up − `′ + `

2

∣∣∣∣6 `′ − `
2

,

c’est-à-dire up ∈ [`, `′]. Ainsi up est un élément de Γ, donc un point fixe de f : (un)
est donc stationnaire (à partir du rang p), donc convergente. Absurde. �

Référence : [FGN, Chap. 2, Exercice 2.37].

2. Quelques questions bêtes auxquelles il faut absolument savoir
répondre rapidement

(1) Démontrer que les parties connexes de R sont exactement les intervalles.

(2) Soient (E, d) un espace métrique, A une partie compacte de E et B une partie
fermée de E. Montrer que si A ∩B = ∅ alors d(A,B) > 0.

(3) Soient (E, d) un espace métrique et A ⊆ E non vide. Fixons r > 0. Montrer
que Vr(A) = {x ∈ E : d(x,A) < r} est une partie ouverte de E.

(4) Soient (un) et (vn) deux suites réelles. Montrer que si deux des quatre suites
(un), (vn), (un+vn) et (un−vn) convergent alors les quatre suites convergent.

(5) Démontrer le lemme des prisonniers sans passer par le lemme de la grenouille.
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