
PRÉPARATION À L’AGRÉGATION EXTERNE :

ENGENDREMENT DES GROUPES GLn(K) ET SLn(K)

TONY LIMAGNE

Résumé. On sait que la méthode du pivot de Gauss permet concrètement

de transformer un système linéaire en un autre système triangulaire, ayant

les mêmes solutions, et donc facile à résoudre. Les opérations autorisées pour
effectuer cette transformation s’obtiennent en considérant deux types de ma-

trices élémentaires : les transvections et les dilatations. On peut s’attendre à ce

que ces dernières jouent un rôle dans la structure des groupes linéaires. C’est
le cas puisqu’elles forment des familles génératrices de ces groupes. Ce qui est

plus étonnant, c’est qu’on peut utiliser ce résultat d’algèbre pour démontrer
des énoncés de nature topologique comme par exemple la connexité de certains

groupes linéaires.

Ce développement est adapté pour les leçons 108, 154, 204 et 106 (pour lesquelles
la preuve de la section 2.1 est présentable). Dans le cas de la leçon 162, on préférera
présenter la preuve de la section 2.2.

1. Préliminaires

Fixons K un corps et n ∈ N∗. Soit (Eij)16 i,j 6n la base canonique de Mn(K).
Si λ ∈ K∗, la matrice

D(λ) = In + (λ− 1)Enn,

est appelée la matrice de dilatation de rapport λ. L’inverse de cette matrice est
encore une matrice de dilatation (celle de rapport λ−1). Lorsque n> 2 et i, j ∈ J1, nK
avec i 6= j, la matrice

Tij(λ) = In + λEij ,

est appelée une matrice de transvection. Lorsque n = 1 on convient que (1) est
l’unique matrice de transvection de SL1(K). L’inverse de cette matrice est encore
une matrice de transvection (c’est Tij(−λ)). Soit A ∈ Mn(K). En notant L1, . . . , Ln

les lignes de A et C1, . . . , Cn ses colonnes, on rappelle que :

(1) Tij(λ)A s’obtient en remplaçant Li par Li + λLj dans A.

(2) ATji(λ) s’obtient en remplaçant Ci par Ci + λCj dans A.

(3) AD(λ) s’obtient en remplaçant Cn par λCn dans A.

2. Développement

Nous allons démontrer de deux manières différentes le

Théorème 1. (1) Le groupe SLn(K) est engendré par les matrices de transvec-
tion de Mn(K).

(2) Le groupe GLn(K) est engendré par les matrices de transvection et de dila-
tation de Mn(K).
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2.1. Une preuve sans l’algorithme du pivot de Gauss. On raisonne par
récurrence sur n. Le cas n = 1 est trivial : SLn(K) = {(1)}. Fixons n> 2 et
supposons que SLn−1(K) est engendré par les transvections de Mn−1(K). Fixons
A ∈ SLn(K). Notons L1, . . . , Ln les lignes de A et C1, . . . , Cn ses colonnes. Comme
A est inversible la colonne C1 est non nulle. Il existe donc j ∈ J1, nK tel que A[j, 1] 6=
0. Si jamais A[1, 1] = 0 l’opération L1 ← L1 +Lj garantit que (T1j(1)A)[1, 1] 6= 0 :
on peut donc supposer A[1, 1] 6= 0 (et même A[2, 1] 6= 0 quitte à effectuer L2 ←
L2 + L1). On effectue successivement :

(1) l’opération L1 ← L1 + 1−A[1,1]
A[2,1] L2 = L1 + λL2 qui amène à


1 ? · · · ?
?
... A′1
?

 = T12(λ)A = A1.

(2) pour i = 2, . . . , n les opérations Li ← Li−A1[i, 1]L1 = Li+λiL1 qui amènent
à 

1 ? · · · ?
0
... A′2
0

 = Tn1(λn) · · ·T21(λ2)A1 = A2.

(3) pour j = 2, . . . , n les opérations Cj ← Cj − A2[1, j]C1 = Cj + µjC1 qui
amènent à

1 0 · · · 0
0
... A′3
0

 = A2T12(µ2) · · ·T1n(µn) = A3.

On a donc

A3 = Tn1(λn) · · ·T21(λ2)T12(λ)AT12(µ2) · · ·T1n(µn),

Et puisque A est dans SLn(K) alors A′3 ∈ SLn−1(K). Par hypothèse de récurrence
il existe donc des transvections T1, . . . , Tr de Mn−1(K) telles que A′3 = T1 · · ·Tr.
En posant

Ti =


1 0 · · · 0
0
... Ti
0

 ,

on forme des matrices de transvection de Mn(K) qui vérifient

A3 = T1 · · ·Tr,

et donc A est un produit de matrices de transvection de Mn(K) (l’inverse d’une
matrice de transvection étant encore une matrice de transvection), ce qui clôt la
récurrence.
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(2) Fisons B = (bi,j) ∈ GLn(K). La matrice

A =


b1,1 · · · b1,n−1

b1,n
det(B)

...
...

...

bn,1 · · · bn,n−1
bn,n

det(B)

 = BD

(
1

det(B)

)
,

est dans SLn(K). Il existe des matrices de transvection T1, . . . , Tr de Mn(K) telles
que

A = T1 · · ·Tr,
et donc B = AD( 1

det(B) )
−1 = T1 · · ·TrD(det(B)), ce qui achève la preuve.

Référence : [FGN, Chap. 5, Exercice 5.1].

2.2. Une preuve avec l’algorithme du pivot de Gauss. Lorsqu’on applique
l’algorithme du pivot de Gauss à une matrice A ∈ GLn(K), le choix d’un pivot
nécessite souvent de permuter deux lignes de A. Cette opération s’effectue via les
matrices de la forme

Pij =


Ii−1

0 · · · 1

Ij−i+1

1 · · · 0

In−j+1

 .

Malheureusement, ces matrices ne sont pas produit de transvections (leur déterminant
vaut −1). Pour espérer prouver le théorème 1 en utilisant l’algorithme du pivot de
Gauss, il faut donc construire des matrices remarquables qui s’écrivent comme pro-
duit de transvections et dont les actions sur les lignes de A sont analogues à celles
exercées par les matrices Pij .

Lemme 2. Soit A ∈ Mn(K). On note L1, . . . , Ln les lignes de A. Soit i ∈ J1, nK.

(1) La matrice

Pi =


Ii−1

0 −1
1 0

In−i−1

 ,

est un produit de transvections. De plus, la matrice PiA s’obtient en rem-
plaçant Li par Li+1 et Li+1 par −Li.

(2) Soit λ ∈ K∗. La matrice

Di(λ) =


Ii−1

λ

In−i+1

λ−1

 ,

est un produit de transvections. De plus, la matrice Di(λ)A s’obtient en
remplaçant Li par λLi et Ln par λ−1Ln.
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Démonstration. En ce qui concerne les actions sur les lignes, il s’agit dans les deux
cas de calculs matriciels sans grande difficulté. On remarque que(

1 1
0 1

)(
1 0
−1 1

)(
1 1
0 1

)
=

(
0 −1
1 0

)
,

et donc Pi = Ti(i+1)(1)T(i+1)i(−1)Ti(i+1)(1). D’autre part, on a aussi(
λ 0
0 λ−1

)
=

(
1 λ
0 1

)(
1 0
−λ−1 1

)(
1 λ
0 1

)(
0 −1
0 0

)
,

et donc pour tout i ∈ J1, n− 1K on a

δi =


Ii−1

λ
λ−1

In−i−1

 = Ti(i+1)(λ)T(i+1)i(−λ−1)Ti(i+1)(λ)Pi.

Ensuite on a Di(λ) = δiδi+1 · · · δn−1, ce qui conclut. �

Montrons maintenant le théorème 1. Soit A ∈ GLn(K). On applique l’algorithme
du pivot de Gauss. Comme A est inversible, la première colonne de A est non
nulle : il existe k tel que A[k, 1] 6= 0. On choisit a1 = A[k, 1] comme premier
pivot. On ramène a1 en position (1, 1), quitte à remplacer A par la matrice PA où
P = P1 · · ·Pk−1 (qui est bien un produit de transvection d’après le lemme 2). Pour
tout i ∈ J2, nK on effectue les opérations

Li ← Li −
A[i, 1]

a1
L1 = Li + λiL1,

pour se ramener à la matrice

A1 =


a1 ? · · · ?
0
... A′1
0

 = Tn1(λn) · · ·T21(λ2)A.

On réitère le procédé précedent sur A′1 qui est bien dans GLn−1(K). Au final, il
existe des pivots a2, . . . , an ∈ K∗ et une matrice ML produit de transvections tels
que

A2 =


a1

a2 ?

0
. . .

an

 = MLA.

Ceci achève l’algorithme du pivot de Gauss. Ensuite on effectue successivement les
opérations

Cj ← Cj −A2[1, j]a−11 C1 ∀j = 2, . . . , n,
...

Cj ← Cj −A2[k, j]a−1k Ck ∀j = k + 1, . . . , n− 1,
...

Cj ← Cj −A2[n− 1, j]a−1n−1Cn−1 ∀j = n,
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pour se ramener à la matrice

A3 =


a1

a2 0

0
. . .

an

 = MLAMC ,

où MC est un produit de transvections. Enfin on effectue les opérations

Li ← a−1i Li,

pour se ramener à la matrice

D(a) =

(
In−1

a

)
= Dn−1(a−1n−1) · · ·D1(a−11 )MLAMC ,

où on a explicitement a = ana
−1
1 · · · a

−1
n−1 6= 0. Dans le cas où A ∈ SLn(K) on a

nécessairement a = 1. On conclut ensuite avec le lemme 2 et en remarquant que
l’inverse d’une transvection est encore une transvection.

3. Sur la connexité de certains groupes linéaires

Application 3. On note K = R ou C. Le groupe SLn(K) est connexe par arcs.

Démonstration. Fixons A,B ∈ SLn(K). Écrivons

A = TA(λ1) · · ·TA(λr).

en produit de transvections de Mn(K). L’application

γA : [0, 1]→ SLn(K), t 7→
r∏

i=1

TA(tλi),

est un chemin reliant In à A. Notons γB le chemin analogue pour B. L’application

γ : [0, 1]→ SLn(K), t 7→
{
γA(1− 2t) si t ∈ [0, 12 ]
γB(2t− 1) si t ∈ [ 12 , 1]

est un chemin reliant A à B. �

SLn(K)

A

In

B
γA

γB

Figure 1. Schéma heuristique de la preuve.

La plupart du temps, pour justifier la connexité d’un groupe de matrices, il suffit
de relier continûment toutes les matrices de ce groupe à une matrice particulière
du même groupe (quitte ensuite à composer les chemins).
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Corollaire 4. Le groupe GLn(R) n’est pas connexe. Plus précisément, GLn(R)
possède exactement deux composantes connexes qui sont

GL+
n (R) = {M | det(M) > 0} et GL−n (R) = {M | det(M) < 0}.

Démonstration. D’abord, si GLn(R) était connexe alors par continuité du déterminant
l’ensemble det(GLn(R)) = R∗ serait une partie connexe de R, donc un intervalle
ce qui n’est pas le cas. Fixons M ∈ GLn(R). Notons d = det(M). On sait que
A = MD(d−1) ∈ SLn(R) et qu’il existe un chemin γA reliant A à In (puisque
SLn(R) est connexe par arcs). Le chemin

γM : t 7→ γA(t)D(d),

relie M à D(d).

(1) Si d > 0 alors γM relie M à D(d) dans GL+
n (R) et

γ+ : t 7→ tIn + (1− t)D(t),

est un chemin reliant D(d) à In dans GL+
n (R). Le chemin composé

γ : [0, 1]→ GL+
n (R), t 7→

{
γM (2t) si t ∈ [0, 12 ]
γ+(2t− 1) si t ∈ [ 12 , 1]

relie M à In : GL+
n (R) est donc connexe (par arcs).

(2) Si d < 0 alors γM relie M à D(d) dans GL−n (R) et

γ− : t 7→ D((1− t)d− t),

est un chemin reliant D(d) à D(−1) = −In dans GL−n (R). Le chemin composé

γ : [0, 1]→ GL−n (R), t 7→
{
γM (2t) si t ∈ [0, 12 ]
γ−(2t− 1) si t ∈ [ 12 , 1]

relie M à −In : GL−n (R) est donc connexe (par arcs).

GLn(R)

GL−n (R)

det−1({0})

GL−n (R) GL+
n (R)

−In

D(d)

M

In

D(d)

M

Figure 2. Schéma heuristique de la preuve.

�
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Référence : [R, Chap. I, §5, Problème 5.1(2) et 5.1(4)].

Moralement GLn(R) n’est pas connexe par arcs car, sur la droite réelle, on ne
peut pas passer continûment des réels négatifs au réels positifs sans passer par 0.
Dans le plan complexe, on contourne – c’est le mot ! – cette difficulté.

Corollaire 5. Le groupe GLn(C) est connexe par arcs.

Démonstration. SoitM ∈ GLn(C). Notons d = det(M). On sait queA = MD(d−1) ∈
SLn(C) et qu’il existe un chemin γA reliant A à In (puisque SLn(C) est connexe
par arcs). Le chemin

γM : t 7→ γA(t)D(d),

relie M à D(d) dans GLn(C). Dans le plan complexe, on peut toujours construire
un chemin η : [0, 1] → C reliant d à 1 qui ne passe pas par 0 (faire un dessin).
L’application

γD : [0, 1]→ GLn(C), t 7→ D(η(t)),

est donc un chemin reliant D(d) à In dans GLn(C). Le chemin composé

γ : [0, 1]→ GLn(C), t 7→
{
γA(2t) si t ∈ [0, 12 ]
γD(2t− 1) si t ∈ [ 12 , 1]

relie M à In : GLn(C) est connexe par arcs. �

Référence : [R, Chap. I, §5, Problème 5.1(1)].

4. Quelques questions bêtes auxquelles il faut absolument savoir
répondre rapidement

(1) Montrer que deux transvections de Mn(K) sont toujours conjuguées dans
GLn(K), et même dans SLn(K) lorsque n> 3.

(2) Montrer que le groupe SL2(Z) est engendré par les matrices(
1 1
0 1

)
et

(
1 0
1 1

)
.

(En particulier le groupe SL2(Z) est de type fini.)

(3) Montrer que SOn(R) est connexe par arcs. (Indication : utiliser le théorème
de réduction des endomorphismes normaux [P, Chap. VI, §5, Remarque 5.2].)
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	1. Préliminaires
	2. Développement
	2.1. Une preuve sans l'algorithme du pivot de Gauss
	2.2. Une preuve avec l'algorithme du pivot de Gauss

	3. Sur la connexité de certains groupes linéaires
	4. Quelques questions bêtes auxquelles il faut absolument savoir répondre rapidement
	Références

