PREPARATION A I’AGREGATION EXTERNE :
ENGENDREMENT DES GROUPES GL,(K) ET SL,(K)

TONY LIMAGNE

RESUME. On sait que la méthode du pivot de Gauss permet concrétement
de transformer un systéme linéaire en un autre systéme triangulaire, ayant
les mémes solutions, et donc facile & résoudre. Les opérations autorisées pour
effectuer cette transformation s’obtiennent en considérant deux types de ma-
trices élémentaires : les transvections et les dilatations. On peut s’attendre a ce
que ces derniéres jouent un role dans la structure des groupes linéaires. C’est
le cas puisqu’elles forment des familles génératrices de ces groupes. Ce qui est
plus étonnant, c’est qu’on peut utiliser ce résultat d’algebre pour démontrer
des énoncés de nature topologique comme par exemple la connexité de certains
groupes linéaires.

Ce développement est adapté pour les legons 108, 154, 204 et 106 (pour lesquelles
la preuve de la section 2.1 est présentable). Dans le cas de la legon 162, on préférera
présenter la preuve de la section 2.2.

1. PRELIMINAIRES

Fixons K un corps et n € N*. Soit (E;;)1<,j<n la base canonique de M, (K).

Si A € K*, la matrice
DN =1,+(A—1)E,,,
est appelée la matrice de dilatation de rapport \. L’inverse de cette matrice est
encore une matrice de dilatation (celle de rapport A=1). Lorsque n > 2 et 4, j € [1,n]
avec 1 # 7, la matrice
Tij(A) = In + AEij,

est appelée une matrice de transvection. Lorsque n = 1 on convient que (1) est
l'unique matrice de transvection de SL;(K). L’inverse de cette matrice est encore
une matrice de transvection (c’est T;,;(—\)). Soit A € M,,(K). En notant L,..., L,
les lignes de A et C1,...,C, ses colonnes, on rappelle que :

(1) Ti;(M)A s’obtient en remplacant L; par L; + AL; dans A.

(2) ATj;(N) s’obtient en remplagant C; par C; + AC; dans A.

(3) AD(\) s’obtient en remplagant C,, par \C,, dans A.

2. DEVELOPPEMENT

Nous allons démontrer de deux manieéres différentes le

Théoreme 1. (1) Le groupe SL, (K) est engendré par les matrices de transvec-
tion de M, (K).

(2) Le groupe GL,,(K) est engendré par les matrices de transvection et de dila-
tation de M, (K).

Date: Année 2025.
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2.1. Une preuve sans lalgorithme du pivot de Gauss. On raisonne par
récurrence sur n. Le cas n = 1 est trivial : SL,(K) = {(1)}. Fixons n>2 et
supposons que SL,_1(K) est engendré par les transvections de M,,_1 (K). Fixons
A € SL,(K). Notons Ly, ..., L, les lignes de A et C1,...,C, ses colonnes. Comme
A est inversible la colonne C; est non nulle. Il existe donc j € [1, n] tel que A[j, 1] #
0. Si jamais A[1,1] = 0 'opération Ly < Ly + L; garantit que (T3;(1)A)[1,1] #0 :
on peut donc supposer A[l,1] # 0 (et méme A[2,1] # 0 quitte & effectuer Lo
Lo+ Ly). On effectue successivement :

(1) Topération Ly < L1 + 1:‘?2[11’]1] Ly = L1 + AL qui ameéne 3

, = T12(>\)A = Al.
A
*
(2) pouri=2,...,nlesopérations L; + L;— A1[i,1]L1 = L;+ ;L1 qui ameénent

a
1 % --- *

, = Tn1(An) - To1(A2) A1 = As.
: Al
0
(3) pour j = 2,...,n les opérations C; + C; — Ay[1,j]C; = C; + p;Ci qui
amenent a

) = AoTh2(p2) -+ - Tin(pn) = As.
A

On a donc
As =Th1(An) -+ - Tor (M) Tha(N) ATu2(p2) - - Thn (tn),

Et puisque A est dans SL,,(K) alors A3 € SL,,_1(K). Par hypothese de récurrence
il existe donc des transvections T1,...,T, de M, _1(K) telles que A = Ty ---T,.
En posant

|

on forme des matrices de transvection de M, (K) qui vérifient
Ay =TT,

et donc A est un produit de matrices de transvection de M, (K) (I'inverse d’une
matrice de transvection étant encore une matrice de transvection), ce qui clot la
récurrence.
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(2) Fisons B = (b; j) € GL,(K). La matrice

bii o b e .
A= : =BD | ———
' (det(3)> ’
b T T
n,1 n,n—1 det(B)

est dans SL,, (K). Il existe des matrices de transvection 717, ..., T, de M, (K) telles
que
A=T---T,

et donc B = AD(ﬁ(B))_1 =T, ---T.D(det(B)), ce qui achéve la preuve.

Référence : [FGN|, Chap. 5, Exercice 5.1].

2.2. Une preuve avec I’algorithme du pivot de Gauss. Lorsqu’on applique
Palgorithme du pivot de Gauss & une matrice A € GL,,(K), le choix d’un pivot
nécessite souvent de permuter deux lignes de A. Cette opération s’effectue via les
matrices de la forme

In—j1

Malheureusement, ces matrices ne sont pas produit de transvections (leur déterminant
vaut —1). Pour espérer prouver le théoreme [I} en utilisant ’algorithme du pivot de
Gauss, il faut donc construire des matrices remarquables qui s’écrivent comme pro-
duit de transvections et dont les actions sur les lignes de A sont analogues a celles
exercées par les matrices P;;.

Lemme 2. Soit A € M,,(K). On note L1, ..., L, les lignes de A. Soit i € [1,n].

(1) La matrice

I

est un produit de transvections. De plus, la matrice P;A s’obtient en rem-
pla(;ant Lz par Li—i—l et Li+1 par _Li~

(2) Soit A € K*. La matrice

)

)\71

est un produit de transvections. De plus, la matrice D;(A)A s’obtient en
remplacant L; par AL; et L, par A~ L,,.
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Démonstration. En ce qui concerne les actions sur les lignes, il s’agit dans les deux
cas de calculs matriciels sans grande difficulté. On remarque que

GG )6 -6 0)

et donc P; = T(;41)(1)T(i41)(—1)Ti(;41)(1). D’autre part, on a aussi

)= D6 )6 )

et donc pour tout ¢ € [1,n — 1] on a
I
0; = A1 = Tii41) N T30 (A DTy (V) P
I—ia
Ensuite on a D;(\) = §;0;41 - - 0n—1, ce qui conclut. O

Montrons maintenant le théoréme Soit A € GL,,(K). On applique 'algorithme
du pivot de Gauss. Comme A est inversible, la premiere colonne de A est non
nulle : il existe k& tel que A[k,1] # 0. On choisit a; = A[k, 1] comme premier
pivot. On rameéne a; en position (1,1), quitte a remplacer A par la matrice PA ou
P =P Py_1 (qui est bien un produit de transvection d’apres le lemme [2)). Pour
tout @ € [2,n] on effectue les opérations

Ali,1
L« L; - ML1 = L; + \iLq,
ai
pour se ramener a la matrice
ap * *
0
Ay =| . ) =Th1(An) - T21 (M) A.
: Al
0
On réitere le procédé précedent sur A} qui est bien dans GL,_1(K). Au final, il
existe des pivots asg,...,a, € K* et une matrice M, produit de transvections tels
que
ay
as *
A2 = . = MLA
0o .
an

Ceci acheve ’algorithme du pivot de Gauss. Ensuite on effectue successivement les
opérations

C; <+ Cj — As[1, jla; ' Cy Vi=2,...,n,

C; <+ Cj — Aslk, jla; ' Cy Vi=k+1,...,n—1,

C; « Cj—Asn—1,5a,'Cr_q Vji=n,
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pour se ramener a la matrice

ay

as 0
Az = . - = M AMc,

Qn
ou M¢ est un produit de transvections. Enfin on effectue les opérations
-1
Li —a, Li,

pour se ramener a la matrice
In—l _1 -1
D(a) = ( (1,) = Dn—l(an_l) tee Dl(al )]\4[114]\407

oll on a explicitement a = ana;’---a,, # 0. Dans le cas ot A € SL,(K) on a
nécessairement a = 1. On conclut ensuite avec le lemme [2] et en remarquant que
I’inverse d’une transvection est encore une transvection.

3. SUR LA CONNEXITE DE CERTAINS GROUPES LINEAIRES

Application 3. On note K =R ou C. Le groupe SL,,(K) est connexe par arcs.

Démonstration. Fixons A, B € SLy,(K). Ecrivons
A=Ty(M) - Ta(A).

en produit de transvections de M, (K). L’application

va :0,1] = SLyp (K), t = [ [ Tu (o),
i=1
est un chemin reliant I,, & A. Notons g le chemin analogue pour B. L’application
. va(l—2t) si te€[0,4]
~:10,1] = SL,(K), ¢ — { vs(2t—1) si te [%’1]

est un chemin reliant A & B. O

FIGURE 1. Schéma heuristique de la preuve.

La plupart du temps, pour justifier la connexité d’un groupe de matrices, il suffit
de relier continiiment toutes les matrices de ce groupe a une matrice particuliere
du méme groupe (quitte ensuite & composer les chemins).
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Corollaire 4. Le groupe GL,(R) n’est pas connexe. Plus précisément, GL, (R)
possede exactement deux composantes connexes qui sont

GLI(R) = {M | det(M) >0} et GL, (R)={M | det(M) < 0}.

Démonstration. D’abord, si GL,,(R) était connexe alors par continuité du déterminant
I'ensemble det(GL,(R)) = R* serait une partie connexe de R, donc un intervalle
ce qui n’est pas le cas. Fixons M € GL,(R). Notons d = det(M). On sait que
A = MD(d™') € SL,(R) et quil existe un chemin v4 reliant A & I,, (puisque
SL, (R) est connexe par arcs). Le chemin
Yot ’}/A(t)D(d),
relie M & D(d).
(1) Sid > 0 alors vy relie M & D(d) dans GL; (R) et
vt th, + (1 —t)D(t),

(
est un chemin reliant D(d) & I,, dans GL,} (R). Le chemin composé

: + Y (21) sitel0,3]
v:10,1] = GL(R),t { yF@2t—1) site [%71]

relie M & I,, : GL(R) est donc connexe (par arcs).
(2) Sid <0 alors vas relie M & D(d) dans GL,, (R) et
" it D((1—t)d—t),
est un chemin reliant D(d) & D(—1) = —1I,, dans GL;, (R). Le chemin composé

v:10,1] = GL;, (R), t { 7 (20)

sitel0,3]
(2t —1) site[;,1

]

relie M a —I,, : GL,,; (R) est donc connexe (par arcs).

|GLz ®) |CLE®)
_In i In
M M
D(d) D(d)
det*l‘({o}) GLn(R)

FIGURE 2. Schéma heuristique de la preuve.
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Référence : |[R) Chap. I, §5, Probleme 5.1(2) et 5.1(4)].

Moralement GL,(R) n’est pas connexe par arcs car, sur la droite réelle, on ne
peut pas passer contintiment des réels négatifs au réels positifs sans passer par 0.
Dans le plan complexe, on contourne — c’est le mot ! — cette difficulté.

Corollaire 5. Le groupe GL, (C) est connexe par arcs.

Démonstration. Soit M € GL,,(C). Notons d = det(M). On sait que A = M D(d~!) €
SL,,(C) et qu’il existe un chemin v4 reliant A & I,, (puisque SL,(C) est connexe
par arcs). Le chemin
Yo it ya(t)D(d),

relie M a D(d) dans GL,,(C). Dans le plan complexe, on peut toujours construire
un chemin 7 : [0,1] — C reliant d & 1 qui ne passe pas par 0 (faire un dessin).
L’application

vp : [0,1] = GL,(C),t — D(n(t)),
est donc un chemin reliant D(d) & I,, dans GL,,(C). Le chemin composé

. va(2t) sitel0,1]
7.[0,1]—>GLn(C),t*—>{ yp(2t— 1) site[%,l}
relie M & I, : GL,(C) est connexe par arcs. O

Référence : |[R) Chap. I, §5, Probleme 5.1(1)].

4. QUELQUES QUESTIONS BETES AUXQUELLES IL FAUT ABSOLUMENT SAVOIR
REPONDRE RAPIDEMENT

(1) Montrer que deux transvections de M, (K) sont toujours conjuguées dans
GL,,(K), et méme dans SL,,(K) lorsque n > 3.

(2) Montrer que le groupe SLs(Z) est engendré par les matrices

1 1 " 1 0
0 1 ¢ 1 1)
(En particulier le groupe SLy(Z) est de type fini.)
(3) Montrer que SO, (R) est connexe par arcs. (Indication : utiliser le théoreme
de réduction des endomorphismes normaux [P, Chap. VI, §5, Remarque 5.2].)
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