0.1 Théoréme de Bohr-Mollerup
Legons concernées : 229, 236, (239), 253

0.1.1 Prérequis

Définition 0.1. On appelle la fonction I' Gamma d’Euler la fonction qui vérifie I'(x) =
J et dt ot & € RT*.

Proposition 0.1. I'(z + 1) = 2T'(z) ou z > 0.

Proposition 0.2 (Formule de Gauss). I'(z) = lim,, 0o I'y(z) ot Ty (z) = m (©)

Proposition 0.3 (Gaussienne). [~ et dt = N
Théoréme 0.1 (Inégalité des trois pentes). Pour f : I — R, ot I est un intervalle de R, les
propriétés sutvantes sont équivalentes :

1. f est conveze;

2. pour tous x <y < z dans I, on a p(x,y) < p(x,z) < p(y,z); ou p(x,y) =
f(z)—f(a)

r—a

3. pour tout a € I, la fonction 74 : x — est croissante sur I\ {a}.

REMARQUES
Module (A) pour les legons 229, 253, (B) pour la lecon 236, (C) pour la lecon
239

0.1.2 Preuve
Proposition 0.4. T est log-convexe sur RT*. (A)

" 2
Démonstration. Posons g = logoI'. On a ¢" = %, il s’agit de montrer que I''? < T'T”.

Pour tout x > 0, d’aprés 'inégalité de Schwarz on a,

(/ (t%e*%)(t%zog(t)e*%)dtﬁg/ tm’le’tdt/ (log(t)) 2t Letdt,
0 0 0

ce qui est précisément 'inégalité voulue. O

Théoréme 0.2 (Théoréme de Bohr-Mollerup). Soit f : RT™ — R™ une solution de l’équation
fonctionnelle f(x + 1) = xf(z), de classe C* et log-conveze. Alors il existe A\ € R* tel que

f:)‘r' (A)7 (B)’ (C)

Démonstration. La fonction g = In(f) est convexe, donc en notant, pour x # y dans R**,

_ 9(=)—g(y) 4 .
p(z,y) = %, on a pour tout réel z €]0,1] :

p(ny,n+1)<pnn+l+z)<phn+1l,n+2)

(d’aprés 'inégalité des trois pentes appliqué aux points n,n+1,n+1+z et n+1,n+1+z,n+2),
soit, :

In(f(n+14+2z)) —In(f(n+1))

In(f(n+1)) = In(f(n)) < <In(f(n+2)) = In(f(n+1)).



Tenant compte de f(n+ 1) = nf(n), cette inégalité s’écrit :

fin+1+2)
fn+1)

f(f"(j;_lk“l‘)*’”) = (:”“'")(m:;”_l)'”m - Jf‘gg (par récurrence sur n), on a :

In(n®) < In ( ) <In((n+1)%).

En écrivant que

(z+n)+n-1)...z f(z)
n! f(1)

In(n) < In ( ) < In((n + 1)7),

x

ce qui s’écrit aussi, en notant I',,(z) = (ern)(anl)m :

n M n((n r
r () f(l))Sl ((+1)%).

oon( ) =w(+2))

Avec la croissance de la fonction exponentielle, on peut donc conclure & :

In(n®) < In (

On en déduit :

f(z) 1\*
Vz €]0,1], Vn > 1, 1§m§ <1—|—n> .

En faisant tendre n en l'infini on en déduit que d’aprés la proposition 3.2 que f(z) = f(1)I'(x)
ou z €]0,1] et f(1) > 0. On en conclut que % est 1-périodique d’aprés la proposition 3.1 et donc
cette égalité est vraie pour tout = > 0. O

Proposition 0.5.
1
Démonstration.

1 /OO et /OO 2
=)= ——dt =2 eV dt = /7.
(2) 0 \/E 0

En effet car la fonction racine réalise un C*-difféomorphisme de R** sur Iui méme car la fonction
est évidemment de classe C' et elle est strictement croissante donc on peut appliquer le théoréme
de changement de variable. (u = v/t et 2udu = dt) O

Proposition 0.6 (Formule de duplication de Legendre).

1
ge-1p (g) r (x; ) = VaT(z).0t z > 0 (A),(B)
Démonstration. Considérons la fonction f qui vérifie que f(x) = 2271T (%) r (%H) .

Montrons que f vérifie les hypothéses du théoréme de Bohr-Mollerup.

f est de classe C' par opérations de telles fonctions.

P+ 1) = 2T(S0(E +1) = 27T(21)0(3) = 2f(z).

Soit g une fonction convexe et C? et a une fonction affine alors g o a est convexe. De cette
remarque on a que f est log-convexe. f(1) = I'(3)I'(1) = /7.

Donc d’apres le théoréme de Bohr-Mollerup on a que f(x) = y/7['(z) d’ou la formule de dupli-

cation de Legendre. O



Proposition 0.7 (Intégrale de Raabe).
1
/ InT'(t)dt = Inv2m.
0
(B)

Démonstration. Au voisinage de 0, on a :
I'z)=T(x+1)/z,
avec limg+ I'(z + 1) = 1. Il en résulte que
InT(z) =—Inz 4+ InT(z+ 1),

d’ott InT'(x) ~ —Inz. Comme z — —Inz est intégrable sur |0, 1] (sa primitive zlnx — x admet
une limite en 0) et positive, InoI' I'est aussi.
Soit « > 0. On part de la formule de duplication :

gr-1p (g) r (”3 ;r 1> = T (2).

Comme tout est strictement positif, on prend le logarithme de chaque membre :

r+1

(x—l)ln2+1nF(§)+lnF( ) =Iny/7+InT(z),

puis on integre entre 0 et 1 :

1 1 1 1 1
—71n2+/ lnf(f) dx—l—/ lnF(H> dm:lnﬁ—i—/ InT'(s)ds.
2 0 2 0 2 0

Dans la premiére intégrale, on effectue le changement de variable u = £ et dans la deuxiéme

2
§ = %*1:
1 3 1 1
—§ln2+2/ lnF(u)du+2/ lnF(s)ds:lnﬁ—i—/ InT(s)ds,

0 4 0
ce qui donne :

/01 InT(s)ds = InT <;> +In /7 = In(v27).



