Polynémes cyclotomiques
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Définition 1. Groupe des racines n-iéme de l’unité

2ikm
Soit n € N*. On note U,={z€C;2"=1}= {eT k€ Z} le groupe multiplicatif des racines n-iémes
de l'unaté.
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KLe groupe U, est cyclique d’ordre n, engendré par w=e¢e » . )
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Définition 2. Racines primitives n-iéme de l’unité

On dit que x € U, est une racine primitive n-iéme de ['unité si x engendre/est un générateur du
(groupe U,. On note Uy, I’ensemble de ces racines.
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Proposition 1. On a U}, = {eT ske[l;n] et kAn= 1}. Ainsi U, correspond auz racines n-iéme
de l'unité d’ordre n.
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(Proposition 2. On a légalité : card(U;;) = ¢(n) =card{k € [1;n] ;k An=1}.
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(Définition 3. Polynéme cyclotomique d’indice n h
Soit n € N*. On appelle polynome cyclotomique d’indice n le polynéme :
o,(X)= [[ (X-9).
EeU;,
KOn a donc : deg(®,) =card(U;;,) = ¢(n). )

e - — - " y ; B
Lemme 1. L’ensembles des racines primitives n-iémes de ['unité forme une partition des racines n-
iemes de l'unité. On a :

m%:LJUJ
dln

-

Démonstration :

Soit d|n et z € Uj. Alors 2" = (29)@=1. Donc z € U,,. Ainsi Uan U; C U,
2ikm
Réciproquement, soit z € U,. Alors z=€e » =w

appartient a Uj avec d|n.
On obtient bien ’égalité Ud|nt =TU,.

k avec k € [1;n]. Alors z est d’ordre d = —— donc
nAk

Cette union est bien disjointe par unicité de 'ordre d’un élément dans un groupe. U

Remarque 1. On a montré que card(U,,) = Zd‘n card(Uy,), on en déduit la relation : n= Zd‘ngo(d). |

Théoréme 1. Pour tout n € N*, on a :

xr—1=]] ®uX).
d|n




Démonstration :

Commes les Uj ou d|n forment une partition de U, on obtient :

xr—1=J[ &x=2=][] II x-2=]] 2u«x).

2€Up dln zeUj d|n

Remarque 2. Pour calculer le polyndéme cyclotomique d’indice n si 'on connait ceux d’avant, on
utilise la relation :

Xn—1
(X)) =
T, @dX)
d#n
[Proposition 3. SipeN* est premier, alors Qp(X):Zi;é Xk=14X+... 4+ XP71 j
Démonstration :
Si p est premier, alors :
XP—1=]] ®a(X) =Dp(X).1(X) = Dp(X).(X = 1).
d|p
XP—1 —1
Donc ®,(X)=5—=>"1"( X" a
Exemple 1.
d(X)=X —1.
) (X)—XQ_I—XH
A TX ST '
) (X)—Xg_l—X2+X+1
3 — X —1 = .
X411
Py(X) = =X2+1.
1(X) (X —1)(X+1)
X5_1 4 3 2
<I>5(X):X_1 =X+ X+ X+ X+ 1.
X061 X061 X061 X341
Pg(X) = = = = =X?2 - X +1.
(%) P1P2P3 (X —1)(X+D(X2+X+1) (X3-1)(X+1) X+1 -
X7_1 6 5 4 3 2
<I>7(X):X_1 =X+ X+ X'+ X3+ X+ X +1.
X8 -1 X8 -1 X8 -1
Pg(X) = = = =X441.
$(X)=3.5,9, (X2-1)(X2+1) X*—1 *
(Proposition 4. Soit n € N*. On a ¢,(X) € Z[X]. )




Démonstration :

On prouve le résultat par récurrence forte sur n.
Initialisation : pour n=1, on a ¢,(X)=X — 1€ Z[X].

Hérédité : Soit n € N*. On suppose que le résultat est vrai pour tout entier 0 < d <n. On montre que
D,(X) € Z[X].
Par hypothése de récurrence, le polynome P =[] din ®4(X) est un élément de Z[X].

d#n
On sait que X" —1=®,(X).P(X). Comme P est unitaire, on peut effectuer la division euclidienne
dans Z[X] de X™—1 par P. Ainsi X" —1=PQ+ R avec Q, R € Z[X] et deg(R) < deg(P).

On en déduit que R(X)=(X"—1)— P(X)Q(X)=P(X)(®,(X)— Q(X)). Ainsi par condition sur
les degrés, on obtient que ®,(X)=Q(X) (car ®,, est unitaire).

Finalement, ®,, € Z[X].

(On aurait p directement utiliser le lemme 2 car X" — 1 € Z[X], et ®,,(X) et P sont unitaires).

Donc la propriété est héréditaire.

Conclusion : par principe de récurrence, on en conclut que ®,,(X) € Z[X] pour tout n € N*. O

Lemme 2. Soit P, Q€ Q[X] non nuls. On suppose que PQ € Z[X]. On suppose que P et Q sont)

 unitaires. Alors P et Q sont dans Z[X]. )

Démonstration :
On pose m le PPCM des dénominateurs de P et ). On a alors mP = P, € Z[X] et mQ = Q1 € Z[X].

Donc m?PQ = P1Q; dans Z[X] et en passant aux contenus, on obtient : m?c(PQ) = c(Py)c(P2). Or
c(PQ) =1 car PQ est unitaire dans Z[X]. Ainsi m?=c(P))c(P2), et c¢(Py) et ¢(Q1) divisent m car m
est le coefficient dominant de ces polynémes (par définition).

Donc ¢(P1) =c¢(Q1) =m.
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Finalement P—WGZ[X] et Q_WGZ[X] O
(Théoréme 2. Pour tout n € N*, ®,, est irréductible dans Q[X]. )

Démonstration :

Soit w € € une racine n-iéme primitive de l'unité : w € U},
Soit p un nombre premier ne divisant pas n.

Alors wP est une autre racine primitive n-iéme de 'unité, car les générateurs de U, sont les w™ ou
pged(m,n)=1.

Soit f € Q[X] le polyndme minimal de w sur Q.
Notre but va étre de montrer que ®,, = f pour en déduire l'irréductibilité de ®,,.

Par minimalité de f, f divise X" — 1 dans Q[X] :

X"—1= f(X).h(X) avech(X)eQ[X].

Or X" —1€Z[X] et comme f et X" — 1 sont unitaires, h aussi. D’aprés le lemme 2, h € Z[X] et
fez[X].



Montrons maintenant que si u est racine de f, alors u? est aussi racine de f.

Comme f divise X" — 1 dans Z[X], on a alors u — 1=0. Donc u est une racine n-iéme de 1'unité. On
obtient alors que u? est aussi une racine de I'unité. Ainsi :

0= (uP)” — 1= f(uP)h(uP).

Par I’absurde, on suppose que f(uP) 0.

Alors par intégrité de C, on obtient que h(uP) =0. D’ou u est racine du polynoéme h(XP).

Or u est racine de f, qui est unitaire et irréductible dans Q[X] : f est donc le polynéme minimal de
u sur Q.

Ainsi par minimalité de f, f divise h(XP) dans Q[X] :
hXP) = f(X).g(X) avecg(X) e Q[X]. (1)

Comme h(XP) € Z[X], et que f et h(XP) sont unitaires, toujours d’aprés le lemme 2, g(X) € Z[X].

On peut alors réduire modulo p ’égalité (1). II vient :

(h(X))"=h(XP) = F(X)g(X) dansTF,[X]

En effet, si l'on écrit h(X)= X"+ a, 1 X "' + --- + ap € Z[X], on obtient h(XP) = XP" +
a1 XPUD 4 oo 4 a1 XP 4 ag. Or d’aprés les propriétés du morphisme de Frobenius, comme a; =
a;P dans IFp, on a :

XPr 4 g XPD 4 4 @ XP 4 ap
= XP"+ (@G X" HP+ -+ (@ X)P +ao?
= (X"+a X"+ +a X 4 ao)?

_ (m)”

Maintenant soit 6 € IF,[X] un facteur irréductible de f(X). Alors 6 divise (h(X ))p donc divise h(X)

dans F,[X]. D’ot 62 divise f(X)h(X)=X"—1 dans F,[X].

Donc X" — 1 posséde une racine double 6 dans F,[X]. Or la dérivée de X" —1 est nX" 1. Comme
p ne divise pas n, alors 0 serait la seule racine du polynéme dérivé, et comme 0 n’annule pas X" — 1,
alors X" — 1 n’admet que des racines simples dans F,[X].

h(XP)

Contradiction. Donc f(u?) =0 pour toute racine u de f.

D’aprés le travail fait précédemment, comme w est racine de f, alors w? est racine de f. Or les racines
primitives n-iémes sont de la forme w™ avec m = [1;_, pi" et pitn. Par récurrence immédiate, w!
puise (wP?)P! puis W' puis (wpclxl)p 2"sont racines de f- Donc toutes les racines primitives n-iémes de
I’unité sont racines de f.

Dot : deg(f) = ¢(n).

Or comme w est racine de ®,,(X), alors par minimalité, f(X) divise ®,,(X) dans Q[X].

Comme deg(®,) = ¢(n) et que f(X) et ®,(X) sont tous les deux unitaires, on déduit que f(X)=
®,(X).

Finalement, ®,,(X) est irréductible dans Q[X], donc dans Z[X] car il est primitif. O

Corollaire 1. Le polynéme minimal sur Q de toute racine primitive n-iéme de l’unité w, dans C,
est @,(X). Donc [Q(wn): Q] = ¢(n).
En effet, ®p(wn) =0 et O, est unitaire et irréductible sur Q[X].




