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Définition 1. Elements premiers entre eur [ROM 245]

Soit A un anneau principal. Soit ay,...,a, € A*. On dit que a,...,a, sont premiers entre eux dans
leur ensemble si leur pged est dans A*.

[ROM 249] Soit A un anneau principal.
Soit ai,...,a, € A des éléments non nuls et non inversibles. On note a = H;Zl aj.
Pour tout j € [1;7], on pose m;: A— A/ (a;) la surjection canonique. Soit 7: A— A/(a).

Pour tout j € [1;7], on pose b; :%: H;;l Lz
] -

Lemme 1. Si les aj, pour j €[1;7], sont deuzr a deuzx premiers entre euz, alors les bj, pour j € [1;7],
sont premiers entre eux dans leur ensemble.

Démonstration :

Par I’absurde, si les b; ne sont pas premiers entre eux dans leur ensemble, il existe un élément p premier
de A qui divise tous les b;. Ainsi p|b1 = [];_,a;. Donc il existe i € [2;r] tel que p|a;. Mais on a aussi
que p|b; donc p divise un ay avec k € [1;7] et k#1i. Contradiction car a; et a, sont premiers entre eux. [J

(Lemme 2. Lemme chinois [ROM 249] )

Soit A un anneau principal. On suppose que les aj pour j € [1;7] sont deuzr a deux premiers entre
eur. Alors lapplication :

fi A — H A/ (aj)
j=1
z = (m(z),...m())
est un morphisme d’anneauz surjectif de noyau Ker(f)= (H§:1 aj) =(a).

Ainsi f induit un isomorphisme d’anneaux :

<3

—_



Démonstration :

Il est clair que f est un morphisme d’anneaux (il y a 3 axiomes a vérifier).

Son noyau est formé des multiples de tous les aj, donc de leur ppem a =[]

a; étant donné qu'ils
7j=1
sont deux & deux premiers entre eux.

N a . N P IN
D’aprés le lemme (1), comme les b; = - sont premiers entre eux dans leur ensemble, d’aprés le théoréme
1

de Bézout, il existe une suite (u;)1<i<r d’éléments de A tel que :

i ub; = 1.
i=1

Or pour j € [1;7], on a que 7;(b;) =m;(0) pour i+ j car b; est divisible par a;. On obtient donc :

(1) = Wj(z Uibi> =m;(u;)m;(bs).

Maintenant soit (7;(z;))1<j<r = (m1(21), ..., m(z,)) donné dans H;ZlA/(aj).

On pose alors x =""_ x;u;b; et on obtient que pour tout j € [1;7],

=1
mj(x) = mj(@;)m;(u;)m)(b) = mj(x;)m;(1) = mj(z;).

Ainsi f(z)=(m(z),...,m(z)) = (m1(x1), ..., 70 (zr)) = (m(z;))1<j<r. Donc f est surjectif.
D’aprés le premier théoréme d’isomorphisme, on obtient bien que :

A/ @=]] 4/()

et la surjectivité nous a méme donné I'inverse de f. O

Application : indicatrice d’Euler [ROM 283]

On se place sur A="7.

Définition 2. Indicatrice d’FEuler

On appelle fonction indicatrice d’Euler la fonction qui a tout n € N* associe p(n) le nombre d’entiers
compris entre 1 et n qui sont premiers avec n.

Cela correspond au nombre d’inversibles de Z /nZ.

e Si p est premier, alors tout entier compris entre 1 et p — 1 est premier avec p donc ¢(p)=p— 1.

e Si p est premier et o € N*, alors :

e(p®) = #{ke[Lip*];kAp*=1}
= p*—#{ke[L;p*];k et p®ont un diviseur commun}
= p*—#{ke€[L;p*];plk}
= p*—#{p;2p;3p;...; p* " 'p}
= p*—p~?
p(p*) = (p—1)p*~!
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o Sin=T][,_,p;" est la décomposition en produit de facteurs premiers de n, d’aprés le lemme
chinois on a un isomorphisme d’anneaux :

.
Z/nZ~]] Z/piZ
=1

ce qui induit un isomorphisme de groupes :

<

<Z/nz>w(ﬂ Z/p?zz> -1 @z

En prenant les cardinaux, on obtient que :

B T any T B qi_lzn T _i
o) =T wto) =TT - v (1 p)

i=1 i=1

Remarque 1. [ROM 287]

Pour I'application sur 'indicatrice d’Euler, on a utilisé que :

Lemme 3. Si f: A— B est un isomorphisme d’anneaux, alors il réalise un isomorphisme de groupes
de A* sur B*.

Démonstration :

On a que f(14)=1p par définition d’'un morphisme d’anneaux.

Soit a€ AX. Alors 1p= f(14)= f(aa™")= f(a) f(a™'), donc f(a)€ B*. Ainsi f est bien un morphisme
de groupes de A* dans B*.

Comme f est injectif, il en est de méme pour sa restriction a A*.

On montre qu’il est surjectif. Soit b€ B*. Comme f est surjectif, il existe a € A tel que b= f(a).
Comme b est inversible, il existe ¢= f(a’) € B* tel que 1 =bc= f(aa’) = f(14). Par injectivité de
f,on a que aa’=1 et donc a € A*. Donc la restriction de f a A* est surjective sur B*.

On a donc bien un isomorphisme de groupes.

Remarque 2. [ROM 290|

Le théoréme chinois peut-étre utilisé pour résoudre des systémes de congruences, grace a I’expression
du morphisme inverse.

En effet, supposons que I'on cherche les solutions & du systéme :
k=ajla) (1<j<r)

ou (z;); est une suite donnée d’entiers relatifs.

Si les ayq,...,a, sont deux a deux premiers entre eux, cela revient a trouver l'antécédent dans 7/ aZ
de (m1(21),...,mr(2,)) par Visomorphisme :

f: Z/aZ — H 7] a;Z
=1
m(k) +— (mék),...,m(k‘))

ziuib; ot la suite (u;); est telle que Y7 uib;=1 avec b; :ai.

i

Or celui-ci est ko ot ko=3"_,




Exemple : résoudre

=
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On a alors que a1 =4, as =5 et ag =19, qui sont bien premiers entre eux deux a deux. On a a =
4 x5 x9=180.

On cherche : u1by + uobs + ugzbs =1 ot by = asag =45, by = ara3 =36 et b3 = ajas = 20.
On utilise alors I'associativité du pged.

On calcule la relation pour by et bg :

36 =

20

16 =

1x20+16
1x16+4
4x44+0

Donc pged(36,20) =4 et :
4=20—16=20— (36— 20) = (—1) x 36+ 2 x20.

On calcule maintena la relation pour b; et 4 :

45 = 11x4+1
4 = 4x14+0
Donc pged(4,45) =1 et :
1=45-11x4.
Finalement 1=>0; Aba Abs=b1 A (b2 Ab3), d’ou :
1 = 1x45—-11x4

- 1><45—11><((—1)><36+2><20)

= 1 x45+ 11 x36+(—22) x 20.
-~ — NI/

uy u2 e

Donc on obtient la solution particuliére :

ko

2x1x454+3x11x36+1 x (—22) x 20
90+ 11 x (108 — 40)

90+ 11 x 68

90 + 7438

838 =118[180].

La solution générale est finalement : k=118 + 180q avec ¢ € Z.

Remarque 3. [ROM 291]

Si ’on est dans le cas :

{ k=1 [a1]

k=2 [a)

avec a1 et as pas forcément premiers entre eux, alors ce systéme a des solutions si et seulement si
x9 — x1 est un multiple de pged(ag, ag).

Et les solutions sont alors : S ={ko+ g X ppem(ai,a2); g€ Z} ou ko est une solution particuliere. [J




