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Théoréeme 1 (Flanders). Soit & un sous-espace vectoriel de .#,(R) tel que
max{rg(A),A € &} = r. Alors dim(&) < nr.

On va décomposer la démonstration en plusieurs étapes.

1. La borne est atteinte : il existe un sous-espace &, qui vérifie les hypotheses du
théoreme de Flanders et tel que dim(&;) = nr.

2. On fixe une matrice A € & telle que rg(A) = r. On peut alors se ramener au cas ou

A= J, avec J, = ( Lr Orr

ce que 'on supposera par la suite.
Onfr,r Onfr,nfr

3. Soit Y € & que 'on décomposera par blocs :

Y — 1/11 Y712 }/11 € %T,TGR); Y12 € %r,nfr(]R)y
)/21 Y22 }/21 S '%n—r,r(R)a }/22 S %n—r,n—r<R)~

Pour tout s,t € {r+1,...,n}, on note L, la (s —r)-ieme ligne de Y5, et Cy la (t —r)-
ieme colonne de Yjs. Et on note yg le coefficient (s,t) de Y. On montre que pour
tout A € R,

I+ \Yi1 MCy

AL, ye |

Py(X) =

4. En exprimant (de deux manieres!) les termes de degré 1 et 2 en A dans le
développement du déterminant Py (\), montrons que pour tout Y € & et s,t €
{7" + 1, ...,TL}, Yst — 0 et LsCt = 0171.

5. Soit m > 0 un entier naturel et ¢ la forme quadratique sur R*", définie par
m

Q(T1, Y1y ooy Tony Ym) = szyz Montrons que ¢ est non dégénérée et déduire qu’un
i=1
sous-espace de R*™ sur lequel ¢ s’annule est de dimension inférieure & m.
6. On considere le morphisme 7 : &€ — 4, ,(R) qui envoie Y sur Y;;. Montrons que
dim(ker(m)) < r(n —r). On peut ensuite conclure la démonstration du théoreme de
Flanders par la formule du rang.

Démonstration du point 1.

Soit & = {( M Opny )| M € M, (R)} C M (R).



C’est bien un sous-espace vectoriel de dimension nr et les matrices sont de rang maximal égal

. . 1 0,y
a r, atteint par exemple pour J, = ( r Tn—r ) B

Onfr,r Onfr,nfr

Démonstration du point 2.

Soit A € & de rang maximal r.

Par le théoreme du rang, 3P, Q € 4.Z,(R) telles que PAQ = J,.
My (R) — A, (R)
Y — PYQ

On a donc que {PYQ|Y € &} = PEQ C M, (R) et dim(P&Q) = dim(&).

Comme PAQ = J,., on a que J,. € P&Q.

Ainsi, quitte a changer & en P&(Q), on peut supposer que J, € &. O

L’application est un automorphisme de ., (R).

Démonstration du point 3.
Soit Y € & définie comme dans le point 3 avec la méme décomposition par blocs.

: o | L+ MY A,
On a aussi J, € &. AmSl,V)\GR,JT—i—)\Y—( AYar )\YQZ>E£
Donc rg(J. + AY) < r.
- L+ AY NG
Ainsi, YA € R Vs, t € {r+1,...,n}, Py()\) = AL, N
J. +AY de taille 7 + 1 > rg(J, + \Y). O

= 0 car c’est un mineur de

Démonstration du point 4.

Pour trouver les formules demandées au point 4, cherchons les termes de degrés 1 et 2 de Py ()
en A\. Comme on travaille sur R, on peut identifier la fonction A — Py () & un polynéme de
R[X]. Or VA € R, Py (\) =0, donc on a que Py = 0 et tous ses coefficients sont nuls.
Utilisons la linéarité de Py (\) par rapport a la derniére colonne :

_ Ir + )\YVH Ot o
Py(N\) = A AL, - AQs(A) =0
On a que Q4 = 0 car 0 = Py; = X Q4. Cherchons donc les termes de degrés 0 et 1 de Q.
Le terme de degré 0 est Q4 (0) = {; th = Y. Donc yg = 0.
st
Maintenant, utilisons la linéarité de Q4 () par rapport a la derniére ligne :
L+ G| LAY G| -
Qs(N) = AL, 0= A L. 0= AR (A) =0
Le terme de degré 1 de Qg est donc le terme de degré 0 de Ry (qui est encore nul) car
o . Ir—i_)\}/ll Ot ]r Or,l _
Qst = X Rg. Donc Ry (0) = L, 0 Or Lo 1. Donc
_ ]7’_‘_)\1/11 CVt _ ]7“ Or,l [r_‘_)\yvll Ct _ Ir Ct _
1.4(0) = L, 07| -2, o |*| L, 0| |01, —LCy| LGy
Comme R, est nul, on a donc montré que L,C; = 0. O



Démonstration du point 5.
R™ - R

Soit m € N* et la forme quadaratique ¢ : UL
(:L‘lvylv"wxmaym) = szyz
i=1

La matrice de g dans la base canonique est une matrice diagonale par blocs Diag(sS, ..., S) avec

_1)ym
S = ( 0 1/2 ) Le déterminant de cette matrice est w # 0. Donc ¢ est non dégénérée.

/2 0
Soit F' un sous-espace vectoriel de R*™ tel que Vx € F,q(z) = 0.
q(z +y) —qlx) — q(y)

5 ,onaqueVz € F,b(z,z) =0,

Si on écrit g avec sa forme polaire b(z, y) =
donc F C F*.

On a donc dim(F) < dim(F7+).

Or, dim(F™*) = 2m — dim(F) car q est non dégénérée.

Donc 2dim(F') < 2m. Et ainsi, dim(F') < m. O

Démonstration du point 6.
& — Mr(R)
— Y

On note 7 :

Yin Yo

}/21 On—r7n_7n > 7telleS que }/21}/12 = Onr’n,r}.

On a par le point 4, que & = {(

Donc {( Orr e ,telles que Y5Yis = On_r,n_r} = ker(m).

}/21 On—'r,n—r
Posons Yy = ($ij>1<i<n—r et Yio = (yji) 1<<r -
1<j<r 1<is<n—r
Alors Z TijlYji = tr(Ylelg) = 0.
1<i<n—r
1<gsr

En utilisant le point 5 avec m = (n — r)r, on a que dim(ker(7)) < (n —7)r.
On a que rg(m) = r* et par la formule du rang, on a ainsi :

dim(&) = dim(ker(m)) + rg(m)
dim(&) < (n —r)r +1r?
dim(&) < n

r



