
Théorème de Fejér

CloudSea

Cadre
Soit f une fonction 2π-périodique de R dans C et Sn la somme partielle de sa série de
Fourier
On montre que fn =

1

n
(S0 + · · ·+ Sn−1) converge uniformément vers f
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Déroulé du développement

Soit f : R → C continue 2π-périodique, notons Sn(f)(x) =
n∑

k=−n

ck(f)e
ikx la somme par-

tielle de sa série de Fourier

On rajoute à ça le noyau de Dirichlet Dn(x) =
n∑

k=−n

eikx et le noyau de Fejér Kn(x) =

1

n

n−1∑
p=0

Dp(x)

Montrer que Dn ∗ f = Sn(f)

On a
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Dn ∗ f(x) =
1

2π

∫ π

−π

f(y)Dn(x− y) dy

=
1

2π

∫ π

−π

f(y)
n∑

k=−n

eik(x−y) dy

=
n∑

k=−n

eikx
1

2π

∫ π

−π

f(y)e−iky dy

=
n∑

k=−n

eikxck(f)

= Sn(f)(x)

Montrer que Kn(x) =
1

n

sin2
(
nx
2

)
sin2

(
x
2

)
Soit x ∈ R \ 2πZ, on a
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=

e
inx
2

e
ix
2

e−
inx
2 − e

inx
2

e−
ix
2 − e

ix
2

=
e

inx
2

e
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)
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(
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2

) = e
i(n−1)x

2
sin

(
nx
2

)
sin

(
x
2

)
Donc pour −π < x < π non nul, on a

n−1∑
p=0

p∑
k=−p

eikx =
n−1∑
p=0

e−ipx − ei(p+1)x

1− eix

=
1

1− eix

(
1− e−inx

1− e−ix
− eix

1− einx

1− eix

)

=
sin

(
nx
2

)
sin

(
x
2

) 1
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(
e

−i(n−1)x
2 − eixe

i(n−1)x
2

)
=

sin
(
nx
2

)
sin

(
x
2

) e
−i(n−1)x

2
1− einx

1− eix

=
sin2

(
nx
2

)
sin2

(
x
2

)
Et donc Kn(x) =

1

n

sin2
(
nx
2

)
sin2

(
x
2

) , qui se prolonge par continuité en 0 par la valeur n
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Montrer que Kn est une approximation de l’unité

La formule précédente montre que Kn est positive pour n ≥ 1

Si on calcule son intégrale, on obtient

∫ π

−π

Kn(x) dx =

∫ π

−π

1

n

n−1∑
p=0

Dp(x) dx

=
1

n

n−1∑
p=0

p∑
k=−p

∫ π

−π

eikx dx

Or l’intégrale tout au bout vaut 0 si k ̸= 0 et 2π sinon

Donc on obtient
1

n
n2π c’est à dire 2π

Et pour 0 < δ < π, Kn est paire, donc on a

I =

∫
x∈[−π,π],|x|≥δ

Kn(x) dx

= 2

∫ π

δ

Kn(x) dx

= 2

∫ π

δ

1

n

sin2
(
nx
2

)
sin2

(
x
2

) dx

En majorant sin2
(nx

2

)
par 1 et en minorant sin2

(x
2

)
par m = sin2

(
δ

2

)
, on obtient

I ≤ 2
π − δ

mn
−→

n→+∞
0

Conclure

On a donc

1

n

n−1∑
k=0

Sn(f) =
1

n

n−1∑
k=0

Dn ∗ f = Kn ∗ f

Or pour ε > 0, Heine donne un δ > 0 tel que |x− y| ≤ δ ⇒ |f(x)− f(y)| ≤ ε
Donc
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|Kn ∗ f(x)− f(x)| =
∣∣∣∣ 12π

∫ π

−π

Kn(y)f(x− y) dy − f(x)

∣∣∣∣
=

∣∣∣∣ 12π
∫ π

−π

Kn(y)f(x− y) dy − 1

2π

∫ π

−π

f(x)Kn(y) dy
∣∣∣∣

≤ 1

2π

∫ π

−π

Kn(y) |f(x− y)− f(x)| dy

=
1

2π

∫
|y|≤δ

Kn(y) |f(x− y)− f(x)| dy +
1

2π

∫
|y|>δ

Kn(y) |f(x− y)− f(x)| dy

≤ 2πε

2π
+

ε

2π
2||f ||∞

= ε

(
1 +

||f ||∞
π

)
Pour n assez grand
Donc on a bien

1

n

n−1∑
k=0

cn(f)
CU−→ f

Version révisions
Soit f une fonction 2π-périodique de R dans C et Sn la somme partielle de sa série de
Fourier
On se propose de montrer que fn =

1

n
(S0 + · · ·+ Sn−1) converge uniformément vers f

Soit f : R → C continue 2π-périodique, notons Sn(f)(x) =
n∑

k=−n

ck(f)e
ikx la somme par-

tielle de sa série de Fourier

On rajoute à ça le noyau de Dirichlet Dn(x) =
n∑

k=−n

eikx et le noyau de Fejér Kn(x) =

1

n

n−1∑
p=0

Dp(x)

1. Montrer que f ∗Dn = Sn(f)
2. Pour x ∈ R \ 2πZ, montrer que

1− einx

1− eix
= e

i(n−1)x
2

sin
(
nx
2

)
sin

(
x
2

)
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3. En déduire que Kn(x) =
1

n

sin2
(
nx
2

)
sin2

(
x
2

)
4. Montrer que Kn est une approximation de l’unité :

4.1 Montrer que Kn ≥ 0
4.2 Montrer que Kn est d’intégrale 2π
4.3 Montrer que pour tout δ > 0, l’intégrale pour |x| ≥ δ de Kn tend vers 0

5. En déduire la convergence uniforme annoncée (faire le calcul)
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