Inégalité de Hoeftding

CloudSea

Cadre

Soit (X,,) une suite de variables aléatoires réelles indépendantes et centrées. On suppose
qu'il existe une suite de réels > 0 (¢,) telle que |X,| < ¢, p.s.
On montre que pour € > 0 et n € N, on a

P(Sa| > ) < 2exp (_ ’ )

€
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Application :
Soit v > 0, on suppose qu’il existe 5 > 0 tel que

n
E ci < p2eh
k=1

On a alors la convergence presque sure vers 0 de .S, /n®
Recasages :
- [[262 Convergences de variables aléatoires||

- [[266 Indépendance]|

Références : Les 40 dev de Brenis

Déroulé du développement

Dans toute la suite, on se donne (X}) une suite de variables aléatoires centrées indépen-
dantes

t2
Montrer que si |X| <1 p.s. alors Lx(t) < exp <§>



Pour t € R et x € [—1,1], on a la combinaison convexe
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Donc par convexité de I’exponentielle, on a
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Soit X une variable aléatoire réelle centrée telle que |X| <1 p.s.

Pour u € R, uX est bornée p.s., donc exp(uX) aussi, donc elle est intégrable, donc X
admet une transformée de Laplace Lx

On a donc

Lx(t) = E(e)
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= cosh(t)
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Montrer Hoeffding

Onsefixete RetneN
L’exponentielle est continue donc mesurable donc les exp(tX}) sont indépendantes

X
Pour k € N, ZF est centrée et < 1 p.s. donc par le lemme, on a
Ck



Pour € > 0, on a P(S,, > ¢) = P(exp(tSn) > exp(ts))

Donc par inégalité de Markov, on a

P(S, >¢) <E {M}

exp(te)
= exp(—te)E(exp(tS,))
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On s’intéresse donc au trindme o) g ci —te
k=1
2
. ) € . . €
Il admet un minimum atteint en ¢, = —=+—— & savoir
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P(Sn > 5) S exp <—2§1—C2)
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En appliquant le méme résultat a (—X,,), on obtient

On en déduit donc

2
P(|S,| > €) = P(S, > &) + P(—S, > ) < 2exp (_ﬁ)
k=1 "k
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Application : Une convergence presque sure

Soit € € QY , Hoeffding donne

g?n2e nPe?
P(|S,| > n%) < 2exp (——n ) < 2exp (— )
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Donc par théoréme de Borel Cantelli, on a
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Donc la série des P (‘ —Z > ¢ | converge
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< 5) est presque sur

Donc l'événement A, = U ﬂ (‘%

n>1m>n
Donc comme Q7 est dénombrable, I'événement ﬂ A, et lui aussi presque sur

eeQy
Donc presque surement on a
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Version révisions
Soit (X,,) une suite de variables aléatoires réelles indépendantes et centrées. On suppose

qu'il existe une suite de réels > 0 (¢,) telle que |X,| < ¢, p.s.
On se propose de montrer 1'inégalité de Hoeffding : pour ¢ > 0 et n € N, on a

P(S,| > €) < 2exp (_ ’ )

€
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Application :
Soit v > 0, on suppose qu’il existe 5 > 0 tel que

n
E ci < pPeh
k=1
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On a alors la convergence presque sure vers 0 de .S, /n®

1. Montrer sans calcul que pour t € R et z € [—1,1]

11—z 1+z
tr - —t t
e’ < 5 e+ 5 e

2. Soit X une variable aléatoire centrée telle que | X| < 1 p.s. Montrer que X admet une
transformée de Laplace et que
t2
Lx(t) < exp (5)

3. En appliquant la question précédente & des variables aléatoires bien choisie, montrer que

5. En déduire 'inégalité de Hoeffding

Maintenant ’application

Sn

6. Montrer que pour tout ¢ € Q, la famille des P (
n

> 5) est sommable

7. En appliquant Borel Cantelli, montrer que —Z converge presque surement vers 0
n



