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Théoréme 1.
v o O,RxSITR — GL,[®
(0,5) — (0N

est un C*-difféomorphisme.

Remarque : Le jury peut demander ce que signifie étre de classe C* alors que O, (R) n’est pas un
ouvert de M, (R) (S;;* (R) est bien un ouvert de S, (R), on peut le montrer en exercice, par exemple en
utilisant le théoreme spectral; GL,(R) = det™ ! (R*) est aussi un ouvert de M, (R)). Deux réponses sont
possibles. La premiére, plus simple, est de dire qu'on peut considérer y définie sur M, (R) x S}#*(R)
qui est C* et w~! a valeurs dans M, (R) x S} * (R) et cela régle le probléeme. La deuxiéme réponse plus
compliquée est de savoir montrer que O, (R) est une sous-variété différentielle de M, (R).

Pour montrer ce théoréme, commencgons par montrer :

Proposition 1.
¢ S5TR - SIT®
s - &

est un C*°-difféomorphisme.

Démonstration. e Surjectivité : Soit A€ S;;* (R). Par le théoréme spectral, il existe P € O, (R) et
D = diag(Ay, ..., A,) € M, (R) a coefficients diagonaux strictement positifs tels que A= PDP™L,
Posons D' = diag(y/A1,...,v/A,) et S= PD'P~L. Alors, € S} 7 (R) et ¢(S) = A.

e Injectivité : On garde les mémes A et S qu'avant. En prenant un polyndme Q € R[X] tel que Vi €
{1,..,n},QA;) = \//l_l , ce qui est possible en prenant un polyndme interpolateur, alors on a S = Q(A).
Soit S’ € S} (R) tel que S? = A= S2. Alors §”® = §'A = AS' donc S’ commute avec A donc avec
Q(A) =S.Onaainsi, 0= 8% - 8% = (5= 9)(S'+9). Or §'+ S € S;,*(R) donc ' + S est inversible, d’ott
§-S=0etS =8.

o C*-difféomorphisme : ¢ est de classe C™ car les coefficients de ¢(S) sont polynomiaux en les
coefficients de S.
Pour S€ S} (R), ona VH e S} *(R), D¢(S)(H) = SH + HS. Montrons que D¢(S) est inversible.
Par le théoréme spectral, il existe (#;); une base de vecteurs propres de S pour les valeurs propres
(Ai);.
Soit H € Ker(D¢(S)). On a alors SH = —HS, donc Vi € {1,...,n},SHu; = —HSu; = —HAju; = —-A;Hu,;.
Or, —A; <0 et les valeurs propres de S sont strictement positives, donc —1; n’est pas valeur propre de



S, d’ou forcément Hu; = 0. Ceci Vi € {1,...,n} et (u;); est une base, d'ott H = 0 et D¢(S) est injective
donc inversible.
Le théoreme d’inversion globale permet de conclure que ¢ est un C*°-difféomorphisme. O

Passons maintenant a la preuve du théoréme.

Démonstration. e Injectivité : Soit A€ GL,(R), soit (O, S) € O, (R) x S5 (R) tels que A= OS.
Onaque "AA€ S;*(R): eneffet, ' AA est clairement symétrique, et pour x # 0,

< "AAx,x >=< Ax, Ax >= | Ax|* > 0.

'AA= '(0S)0S=S5'00S=S2donc S=p (' AA) et 0= A(p ' (CAA)) "

« Surjectivité : Soit A€ GL,(R), posons S= ¢~ (' AA) et 0= A(¢p™ (' AA)) .
Alors, A=0S,S€ S;"(R) et 0'0 = ASTL 1(AS™1) = AS2 A= A(TAA) 1 TA= AAT 1A T A= T, dol
0€0,(R).
0

o C™°-difféomorphisme : ¥ est de classe C* par le méme argument que pour ¢.
Onay l:A— (A (@1 Aaa)™" ,q,‘)‘l(‘AA)).
On rappelle que M — M~! est C* de GL,(R) dans lui-méme : en effet, avec la formule de M~! avecla

comatrice, on a que les coefficients de M~! sont rationnels en les coefficients de M.
Ainsi, comme on a des produits, des inverses et ¢~! qui est C*, alors ¢~! est aussi C*°.



