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Théoréme de projection sur un convexe
fermé :

I Le développement

Le but de ce développement est de montrer qu’il est possible de définir une projection
sur un convexe fermé non vide d’un espace hilbertien (H, < ;- >5).

Soit C' un convexe fermé non vide de (H, < -;- > ) un espace hilbertien.

Pour tout = € H, il existe un unique ¢ € C tel que d(z,C) = ||z — ¢||; avec pour
tout 2 € C, Re(< z— ¢z —c>n) <0.

De plus, en notant Pc la projection sur C', on a Pc 1-lipschitzienne (donc continue).

Preuve :
Soient C' un convexe fermé non vide de (H, < -;- > ) un espace hilbertien et z € H.

* Existence de c :
Par définition de § = inf {||z — 2|3, z € C}, il existe une suite (cn)nen € C™ telle
que pour tout n € N, [lz — cn)3, <5+ —.

n

Par Pidentité du parallélogramme, on a pour tout (n,p) € (N*) :

en +cp|? Cn —Cp |2 1 9 9
Jo— =32 + 252, = 5 Ue—cullt+ e —al?)
Donc : )
= 1 1 1 11 1
‘ﬁ < (6+-40+-)—6=5(-+-
2 H™ 2 n D 2\n p

Ainsi, (cn)nen est une suite de Cauchy dans (H,||-||5) qui est complet, donc
(¢n)nen a une limite ¢ € C' (car C est fermé). Donc en passant a la limite dans la
premiére inégalité, on a ||z — ¢[|3, = 4.

* Unicité de c :

c—c

2

2
S’il existe ¢, ¢’ € C qui atteignent §, alors on a d’aprés (*) : < 0. Donc
H

2
=0, soit ¢ = ¢’ et on en déduit I'unicité.

c—c’

2

+* Montrons la caractérisation du projeté :

On note ¢ 'unique point de C' tel que pour tout x € H, d(z,C) = ||z — c|| .
Soit z € C.

Pour tout ¢ €]0;1], (1 —t)c+tz € C (car C est convexe). On a alors :

lz = (L =t)e+t2)lly 2 llz —clfy = llz—ct+tlc—2)y 2 Iz —clf
= |lz—c|l}, +2tRe(< z —c;c — 2 >p)+
2 2 2
£lle— 2% > llo - cll}
= 2tRe(<z—cz—c>p) <t’|c— 2|}

t
= Re(<z—cz—c>u)< iHc—zH?{
Donc en faisant tendre ¢t vers 0, on a Re(< z — ¢,z — ¢ >pg) < 0.

Réciproquement, supposons que ¢ € C' vérifie I'inégalité précédente.
On a alors pour tout z € C' :

lz =217 = Iz = &) + (¢ = 2)|5 = |z — el +2Re(< z—c;e—2 >u)+le — 2l = |lo — el

+* Montrons que Pc est 1-lipschitzienne :
Soient x,z" € H et on note y = Pc(z) et y = Po(a').
On a alors :

2
ly =45 =<y=v'sv—y >a=<y—vy—2>u + <y—v2—2' >u + <y—y’;2'—y' >n

Or,onaRe(<y—ysy—xz>n) <0et Re(<y—y;2 —y >n) <0 par le point
précédent. De plus par I'inégalité de Cauchy-Schwarz, on a :

Re(<y—yiz—a'>) <[<y—yie—a'>ul <y =yl [l= -],
D’ou :
ly = /(15 = Re (v = v'I13,)
=Re(<y—viy—az>a+<y—yio—a' >u+<y—-yia' —y >n)
<y =o'l le =2l

Donc ||Po(z) — Po(2')|| < ||z — 2'|| et ainsi Pe est 1-lipschitzienne (et donc conti-
nue).
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II Remarques sur le développement

I1.1 Pour aller plus loin...

Les hypothéses du résultat peuvent étre modifiées en supposant que (H,< ;- >p)
est un espace préhilbertien mais que le convexe C ait la propriété supplémentaire d’étre
complet. Cependant ces propriétés sont minimales !

Cependant, la projection sur le convexe C n’est pas linéaire! Pour cela, il faut faire
une projection sur un sous-espace vectoriel fermé. Enfin, on peut également modifier les
hypothéses de ce théoréme en supposant que (H, < ;- >p) est un espace préhilbertien
mais que F soit en plus un sous-espace vectoriel complet (en particulier F' de dimension
finie). On obtient alors les résultats suivants :

Proposition 2 : [Hassan, p.489]

Soient F' un sous-espace vectoriel de H, o € H et x € F.

Les assertions suivantes sont équivalentes :

« o - woll, = d(x, F).

w«x—ax0 € Ft (autrement dit, pour tout y € F, on a < z — xo,y >u= 0).

Soit F' un sous-espace vectoriel fermé de (H, < -;- >p).
L’application Pr : H — I est linéaire continue et telle que :
* Pr est une projection telle que ProPr = Pr. * Ker(Pr) = F* et Im(Pr) = F.

Corollaire 4 : [Hassan, p.491]
Soit F' un sous-espace vectoriel fermé de H.

«OnaF =F' (F)' ' =Fet H=F @ F'.

top.

% F est dense dans H si, et seulement si, F~ = {0x}.

Enfin, d’autres résultats qui découlent de la projection sur un sous-espace vectoriel
sont le théoréme de représentation des formes linéaires de Riesz ainsi que ’existence et
I’unicité de ’adjoint.

II.2 Recasages
Recasages : 205 - 208 - 213 - 219 - 253.
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