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Théoréme de Lévy et TCL

I Le développement

Le but de ce développement est de démontrer le théoréme de Lévy qui est trés
pratique pour étudier la convergence en loi d’une suite de variables aléatoires.

Dans tout ce développement, on considére (X, )nen une suite de variables aléatoires
réelles et X également une variable aléatoire réelle.

(Xn)nen converge en loi vers X si, et seulement si, pour toute fonction f € CJ(R),
ona lim E(f(X,) = E(f(X)).

Preuve :
x Si (X, )nen converge en loi vers X, alors puisque toute fonction continue qui
tend vers 0 & 'infini est bornée, on a directement le résultat.

nErJIrlooE (f(Xn)) =E (f(X))
P(X[]>A) <e.

* Supposons que pour tout f € CJ(R), on a

On considére f € CJ(R), € > 0 et A € RT tels que

On pose ¢ € C§(R) la fonction valant 1 sur [—A; A], 0 en dehors de [—24;2A4] et
affine sur [-2A4; —A] et [4; 24].

On a alors :
(1= plandpx() < P(X| 2 ) <&
R
On écrit alors :

/f )dPx,, (z /f )dPx (z
/f )(1 = p())dPx, (2

/f )(1 - p())dPx ()

z)dPx,, (x

(/f A

D) ()

On a alors 4,1 < ], | (1= ple)aPx, (@) = 17l (1= [ ola)Pr @),

D’ou :
S < 0 (1 [P @) =151 [ (- o)) = el

De plus, on a par hypothése que |B,| = 0 (car fo € CY(R)) et |C| < e fll,
n—r oo

On a alors :
tim | [ @)aPx, ()= [ f@)dPx(@)] < 2l et donc lim E(F(X.)) = E(/(X)
n——+0oo
Ainsi, on a démontré 1’équivalence entre les deux assertions.
]

On a équivalence entre :
* (Xn)nen converge en loi vers X.
* La suite (P x,, )nen converge simplement vers ®x.

Preuve :

* On suppose que (Xp)nen converge en loi vers X.
Puisque la fonction = — €%® est bornée pour tout t € R, on a alors directement
que la suite (Px,, )nen converge simplement vers @ x.

* Réciproquement, supposons (Px,, Jnen converge simplement vers @ x.
Commengons dans le cas o f est de la forme f(z) = / e p(t)dt avec ¢ € L1(R).
R

Par les théorémes de Fubini et de convergence dominée, on a :

— [ faaps, @ = [ ([ e

= / »(t)E ( ”X") d¢t (Théoréme de Fubini)
R

np(t)dt) dPx,, (z)

—
n—-+oo R

=E (/ eitho(t)dt) (Théoréme de Fubini)
R

=E(f(X))

Maintenant, on considére £ > 0 et f € Co(R).
On sait qu'il existe g € C°(R) telle que ||f — g/ < e
Or, C°(R) C S(R), et donc par bijectivité de la transformée de Fourier sur S(R),

»(t)E ( th) d¢t (Théoréme de convergence dominée)
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on a que g s’écrit g(x) = / e o(t)dt, avec ¢ € S(R) C L'(R) et on a donc :
R

[E(f(Xn) = SO = [E((f = 9)(Xn) + (9(Xn) — 9(X)) + (¢ — /)(X))]
< B = 9) (X)) + [E(9(Xn) — g(X))[ + [E((f — 9)(X))]
<2|[f = gl + [E(9(Xn) — g(X))]

< 3e pour n assez grand

On a ainsi démontré le théoréme de Lévy.

Si (Zn)ngN est une suite de nombres complexes de limite z € C, alors on a

(1 + ) qui converge vers e quand n tend vers +oo.

Preuve :

Soit (zn)nen est une suite de nombres complexes de limite z € C.

Comme la suite (1 + %)neN* converge vers 1, quitte a extraire, on peut supposer
que ses termes n’appartiennent pas a la demi-droite R™. La détermination princi-
pale du logarithme vérifie : Log(1 + z) =z + o(z), de telle sorte que :

Log (1472) = " 4o(%)

On peut alors écrire :

(45 -
n

g +o(n) :

— €
n—-+oo

Proposition 4 : [Chabanol, p.44]

* On a ®x(0) = 1.

% De plus, si X* est intégrable pour k € N*, alors les dérivées a l’origine existent
jusqu’a Iordre k et ® (0) = i*E (X*).

En particulier, ®'x (0) = iE(X) et ®%(0) = —E (X?).

Preuve :
* Par définition, on a :

Ox(0) = / 1dPx =1 (car densité de probabilité)
R

* Supposons que X* est intégrable pour k € N*.
On considére la fonction f définie sur R x R par f(z,t) =
La fonction t — ¢ est k-fois dérivable, pour tout £ € [1; k], la dérivée f-iéme
est t — i‘z’e™™ et dont le module est borné par 2 (indépendant de t).
En appliquant le théoréme de dérivation sous le signe intégrale a la fonction f et
a la loi de X, on obtient par récurrence que la fonction ®x est k-fois dérivable et

que :

it
e"r.

vt eR, o (1) :ik/ FelTdPy (z) = i"E (X’“e“x)
R

En particulier, on a a l'origine : <I>()?)(O) = i"E (Xk) et donc ®’x(0) = iE(X) et

D (0) = i%E (X?) = —E (X?).
On a donc démontré les relations voulues.

Soit (X, )nen une suite de variables aléatoires réelles dans L?(R) indépendantes et
identiquement distribuées de moyenne y et de variance commune o2.

Si 'on note S, = ZXk, alors on a :
k=1
ST L o0 7~ NL(0,1)
o\v/n ’

n—-+oo

Preuve :

% converge en loi vers une variable aléatoire réelle Z de
ovn

loi NV1(0,1) et pour cela, on va utiliser le théoréme de Lévy en montrant que :

E (eitZ) _ eié

On va montrer que

it Sn—np
VieR, E(e ovm —

n—+oo

Soit ®(t) =E ( ) la fonction caractéristique de Y7 = Xl*“.
Puisque Y € L*(R), la fonction ® est de classe C* et on a ®'(0) = iE(Y1) = 0 et
" (0) = —E(Y?) = —1 (formule de Kénig-Huygens). De plus :

() —e ({1 ) 2 Mo (7). (+(5))

Un développement de Taylor & l'origine de ® montre qu’a t fixé :
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t n 7& n

On a alors (<I> (7)) = (1 + & — ) et en appliquant le lemme précédent
n

2

. t .
avec Zn, = Ep — 5 qui tend vers —3 on obtient :

((I) (ﬁ))n n oo et =E(e7)

Sn — .
On — converge en loi vers Z par le théoréme de Lévy et on a alors le

oy/n

résultat voulu.

Ainsi,

II Remarques sur le développement

II.1 Reésultat(s) utilisé(s)

On a utilisé dans ce développement des résultats concernant la transformée de
Fourier : bijectivité dans la classe de Schwartz, fonctions de classe C*° a support
compact denses dans CJ et appartiennent & S(R).

On a aussi utilisé des résultats de théorie des probabilités tels que la fonction caracté-
ristique du loi normale centrée réduite (dont la démonstration passe par le théoréme de
dérivation sous le signe intégral et la résolution d’une équation différentielle) ainsi que
la notion de convergence en loi. C’est pourquoi on donne ci-dessous quelques rappels :

Définition 6 : Convergence en loi [Queffélec, p.542] :
On dit que la suite de variables aléatoires (X, )nen converge en loi vers X lorsque
pour toute fonction f € CP(R), on a lirf E(f(Xn)) =E(f(X)).

n— oo

Définition 7 : Fonction caractéristique [Chabanol, p.43] :
On appelle fonction caractéristique de X, la fonction :

dx:|R — C
t — E(e"Y) = [ dPx(x)

Remarque 8 : [Chabanol, p.43]
Ceci permet de voir la fonction caractéristique comme la transformée de Fourier
de la loi de X (elle existe toujours car !e”X| = 1 et Px est une mesure bornée).

On en déduit de plus que ®x est continue et bornée sur R%.

Exemple 9 :
% Si X suit une loi de Bernoulli de paramétre p, alors ®x : t — 1 — p + pe'’.
% Si X suit une loi exponentielle de paramétre A, alors ®x : t — 2

A—it”

* Si X suit une loi de Poisson de paramétre pu, alors ®x : t —> en(e 1)

I1.2 Recasages
Recasages : 209 - 218 - 234 - 235 - 239 - 241 - 244 - 250 - 261 - 262.
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