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On établit la convergence en loi vers une loi de Poisson d’'une suite de variables aléatoires.

Soient z,,...,2,, U, ... U, € C de module inférieur ou égal a 1. Alors

|2y o2y, — Uy Uy, < |z) —ug |+ ... |2, — Uy,

Démonstration. |z;z,—u;Uy| = |2,(2o —Uy) + Uy (2, — ;)| < |2, —u; | +|2, — Uy |. On procéde ensuite
par récurrence pour montrer le résultat. ]

THEOREME 2

des événements rares de Poisson.
Soit (N,),>; une suite d’entiers tendant vers l'infini. On considere des événements
Apiy - A, n, indépendants avec P(A,, ) = p,, - On suppose également que :

(i) lim,_,,s,=A>00uVneN,s, = Zl,jil P k-
(ii) lim,, ., SUPyep N, ] Pk =0

Alors, la suite de variables aléatoires (S,,) définie par
Nl’l
VReN', S, =) 1, .
k=1

converge en loi vers la loi de Poisson de parametre A.

- J

Démonstration. Pour la suite, on note Vn € N, m,, = maXep n,] Pn,k- On calcule
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I'avant-derniere égalité étant justifiée par le fait que
P(e' Mk = ") =P(1,,, =1)=p, etP(e" Mk =1)=P(l,  =0)=1-p,;

Soient P, ; des variables aléatoires indépendantes suivant les lois de Poisson de parameétres
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respectifs Pnk- On pose
Nn
S; = 2: Izuk
k=1

et on calcule la fonction caractéristique de cette nouvelle variable aléatoire :

Ny
¢s; (t) =[] ¢p, , (¢) par indépendance
k=1

N, .

= kl_[ exp(p, (e’ —1))
=1

= exp(s, (e ~ 1))

Par différence, on obtient

Ny . N, .
lps (£) — sy (2)] = ICUI(P,,,,C(e” -1)+ 1) - kljl eXP(Pn,k(e” -1))

ce qui, apres application du Lemme(1} donne I'inégalité

N, '
s (£) — sy (2)] < kZ g(py (e -1))
-1

avec g : z — |e® — 1 — z|. Mais, par développement en série entiere :
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Mais, comme |p,, (e’ —1)| <2p, . <2,0na:

Ny eZ
s, (1) = s, ()] = 3 (an,k)ZE
k=1
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Enfin,

|¢s, (1) —exp(A(e™ = 1))| < |¢ps, (1) = s, ()] + b, (£) — exp(A(e™ = 1))]
= |, (1) — ¢, ()] +] exp(s, (e’ — 1)) —exp(A(e” -1))| —0

—0 —0cars,—A

et le théoreme de Lévy permet de conclure. [
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