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On montre le théoreme de Weierstrass par la convolution (sans forcément développer toute la théorie
derriere, ce qui peut étre utile dans certaines lecons).

NOTATION 1 couz)
Vn €N, on note :
1 1-t2)"
a, :[ (1-t*)"dtetp, :t— u1][_1,1](t)
_1 an

La suite (p,,) vérifie :
(i) VneN, p, =0.

(ii) VreN, [pp.(1)=1.
(iii) YVa >0,1lim,,_., \|>a Pn(2)dE = 0.

Autrement dit, (p,,) est une approximation positive de I'identité.

N

Démonstration. Notons tout d’abord que

1 1 1— 21 1 1
VH€N*,an=2f (1—t2)”dt22f t(l—tz)”dt:l—( ) } =
0 0

n+1 0 n+1

(i) VneN,p,=0cara, =0et(1-t?)"=0pourtout te[-1,1].
pn n
(i) VreN, fp,(1)dt = if_ll(l—tz)”dt: 1.
(iii) Soit a > 0.
e Sia<1 :V¥YneN*,
2 1 2\n 2 2\n 2\n
[ p()di== [ (1-)dr < Z(1-a?)" <2(n+1)(1-a?)
|t|20¢ an a an

et comme |1 —a?| <1, ona [, .q Pa(t)dt — 0.

e Sia=1:

f p,(t)dt =0
[t|za

Théoreme de Weierstrass.
Toute fonction continue f : [a, b] — R (avec a, b € R tels que a < b) est limite uniforme de
fonctions polynomiales sur [a, b].

Démonstration. Soit f € € (R) continue. Montrons que (f * p,,) converge uniformément vers f.
Soit € > 0. Par le théoreme de Heine f est uniformément continue sur son support, donc l'est
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aussi sur R entier :
dn>0telqueVx,yeR, |[x—y|l<n = |f(x)-f(y)| <e

De plus, f est bornée et atteint ses bornes (donc écrire || f| ., a du sens). On peut appliquer le

Lemme 2| Point|(iii)|:

AN eNtel que Vn = N, p,(t)dt <e
|t|zn

Donc, toujours avec le Lemme 2} pour tout n = N et pour tout x € R,

72 = F L | [ £ = 0pa(0)de =) [ o]
= | [0 -0-rnp ]
= [ 10 =0 FeNpa(n)l de
2 [1rte= 0= e par)de
= | == @Ip 0+ [ 1= 0= F0)p(1)ar
=21l +e [ pan)a
=20 e e [ pa(e)de
= @2l + e

d’ou la convergence uniforme. Soit maintenant n € N. Supposons que f est a support dans
I= [—%, % et montrons que pour tout f * p,, est une fonction polynomiale.

Vxel, (f*p,)(x) = (ppx )x) = | pu(x—1)f(£)dr (*)

[N

Notons que Vx,t €1, |x —t| <1, donc

(1-(x—- t)Z)n développement %

pn(x_t): qk(t)xk

n k=0

ou Vk € [0,2n], g, est une fonction polynomiale. En remplagant dans (), on obtient :

2n
Vxel, (f*pn)(x): Z( -

k=0

YT

c/k(t)f(t)dt)x"

qui est bien une fonction polynomiale sur /.

Soient maintenant [a, b] unintervalle fermé deRet f : [a, b] — R. On considere [c, d] un intervalle
plus grand avec ¢ < a et b < d et on prolonge f par:

e Une fonction affine sur [¢,a] qui vaut 0 en c et f(a) en a.

¢ Une fonction affine sur [b, d] qui vaut 0 en d et f(b) en b.

agreg.skyost.eu


https://agreg.skyost.eu

Théoréeme de Weierstrass (par la convolution)

Et on peut encore prolonger cette fonction sur R tout entier en une fonction £ telle que f = 0 pour
tout x ¢ [c,d]. On a donc f € 6-(R). Nous allons maintenant avoir besoin du changement de

variable suivant :
I — [c,d]

L x — (d-c)x+

c+d
2

Comme fo @ est continue, a support dans I, on peut maintenant affirmer que fo @ est limite
uniforme d’une suite de polyndmes (p, ). Donc f est limite uniforme de la suite (p, o ¢ ') o1

VneN, p, o@ ! est bien une fonction polynomiale car ¢ (donc ¢! aussi) est affine. A fortiori,
f = fiia,p) €St aussi limite de fonctions polynomiales sur [a, b]. O

La fin de la preuve me semble mieux écrite dans|[I-P].
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