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Théoreme de Wedderburn

En utilisant les polynomes cyclotomiques, nous montrons que tout corps fini est commutatif.

Soient K et L deux corps finis tels que K est commutatif et K < L. Alors 3d € N* tel que
INEL

Démonstration. L est un espace vectoriel sur K de dimension finie d (car L est fini). Donc L est
isomorphe en tant que K-espace vectoriel 2 K. En particulier, |L| = |K|%. O

Théoreme de Wedderburn.

Tout corps fini est commutatif.

Démonstration. Soit K un corps. Lidée va étre de procéder par récurrence sur le cardinal du corps.

e Si|K|=2 :alors K = {0, 1} est commutatif.

* On suppose le résultat vrai pour tout corps fini de cardinal strictement inférieur a K. On veut
montrer que K est commutatif. Supposons par 'absurde que K ne I'est pas. On pose

Z=7K)={xeK|Vyek, xy=yx}

le centre de K dont on note ¢q le cardinal. C’est un sous-corps de K qui est (par hypothése) inclus

strictement dans K. Donc Z est commutatif, et par le Lemmel(l} on peut écrire |K| = g" ot n € N*.

Six € K, on pose
Ky =Zx({xD) ={y eKlxy =yx}
Montrons que
3d | ntel que |K, | = g¢ (%)
Notons déja encore une fois que K, est un sous-corps de K.
— SiK, =K, ona |K,| = |K| = g". 1l suffit donc de prendre d = n.

— Sinon, K, ¢ K, donc K, est commutatif par hypothése. Par le Lemmel[l} il existe k € N* tel que
K = [ .

Mais, Z est un sous-corps (commutatif) de K,, donc d’apres le Lemme([l} il existe d € N* tel que
IK,| =|Z|¢. Doncona
q" = K| = |K,|* = (g")* = g%

doud| n.

On consideére 'action par conjugaison de K* sur lui-méme (x,y) — xyx~'. Siy € K*, alors

Stab-(y) ={x e K" [x.y =y} =K

Soit Q un systéme de représentants associé a la relation d’équivalence “étre dans la méme orbite”.
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L'équation aux classes donne alors
K™
K =) e
we | Staby- ()]

Or,
Staby« (w) =K* < VxeK"',wx=x0w < weZ"

doncennotant Q' =Q~7Z%,ona:

|K”| K™ K™
K= ) o7+t 2 e =271+ 10— (o)
weZZ* | Staby« ()] w;)’ | Staby - (w)] w;Q [
Soit w € Q'. Par (x),
3d | n tel que | Staby (w)| = |K | = g% -1
De plus, d # n (car w ¢ Z*). Si maintenant on pose
Vd|n, Az =|{we Q' ||Staby-(w)| = g% - 1}|
on peut alors écrire en remplacant dans (%) :
q -1
q"-1=1K"|=(g-1)+ ) Ay (o % %)
am \g?-1

Sid||n,ona

X”—1=l_[®k=®n(l_[®k) [[®r | =2, (X =1 | [] P
kin kid kiin kijn
ktd ktd

i:j dans Z[X]. Ceci étant vrai quel que soit d divisant strictement 7, on en déduit

Donc, @

D, Ad iz dans Z[X]
d||n

Comme de plus, ®@,, | X" —1 dans Z[X], on conclut que

Xl’l
D, X" —1= ) Ag—g— dansZ[X]
d||n
ce qui donne, une fois évalué en g :
—1 (***)
()" —1- Y Ayt y g-1=10,(q)l<q-1

din - g% -1
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Mais n = 2, donc

1@, ()] =[] lg-¢I
Sepy
¢(n)
> ] lg-1]
i=1
= |q-1|

On peut en effet interpréter |g — ¢| comme la distance du complexe g au complexe ¢ ; le premier
est sur 'axe réel et est supérieur ou égal a 2, le second est sur le cercle unité mais n'est pas sur l'axe
réel :

cela nous permet de justifier 'inégalité stricte. On a donc une contradiction.
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