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Projection sur un convexe fermé

On montre le théoreme de projection sur un convexe fermé dans un espace de Hilbert réel en utilisant
les suites de Cauchy et des propriétés du produit scalaire.

Soit H un espace de Hilbert réel de norme ||.|| et dont on note (.,.) le produit scalaire associé.

(L1
Identité du parallélogramme.

Soient x,y € H. Alors :

o+ y12+ 1x =y I =2l %1 + ly1?)

Démonstration. D’une part,
lx+ I = (x +y,x +y) = llx* + Iy 1> + 2(x, )

D’autre part,

lx =yl =(x—y,x=y) = llx|*+ |y l* - 2(x, )
En additionnant les deux lignes, on obtient bien I’égalité voulue. [
REMARQUE 2

Linterprétation géométrique de cette égalité est que dans le parallélogramme formé par les
vecteurs x et y, la somme des carrés des diagonales est égale a la somme des carrés des cotés.
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THEOREME 3 3

Projection sur un convexe fermé.
Soit C € H un convexe fermé non-vide. Alors :

VxeH,lyeC telqued(x,C) = incf |x —z|| =d(x,y)
zE

On peut donc noter y = P;(x), le projeté orthogonal de x sur C. Il sagit de I'unique point de

C vérifiant
VzeC,{(x—Ps(x),z—P-(x))<0 (%)

J

Démonstration. Soit x € H. Posons § = d(x,C). Par la caractérisation séquentielle de la borne
inférieure, il existe (y,,) une suite de C telle que ||x -y, || — 8. Montrons que (y,,) est une suite
de Cauchy. On applique le Lemmell]:

I I

Vp, g €N, [[(x = y,) + (x =y )12+ 1y = vg 12 =201 =y, 1* + 1x =y, 1) ()

Or, C est convexe. Donc Vp,q €N, @ € C. Par définition,
e B
2
= Zl-p) + -yl 20
= (x-y,)+ (x—y)I? = 482
Par (*x*), quand p,g — +o0:

1, = ¥q Il < 2((Ix =y, 112 =6%) + (| x = 3, 1> ~6%)) — 0
———— —————

.52 52

Ainsi (y,,) est une suite de Cauchy de H qui est complet, donc (y,) converge vers y € H. Mais, C
est fermé et (y,,) est une suite de C, donc y € C.

Montrons maintenant que y est unique. Soit z € C tel que § = || x — z||. On définit la suite (z,,) par

y sinestpair

VneN, z, = ) ] )
z sin estimpair

Cette suite vérifie Vn e N, | x — z,, || = 6 donc en particulier || x — z, || — 0, et on peut tout a fait
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refaire le raisonnement précédent pour montrer que (z, ) converge (vers y = z, donc). Ainsi, on a
bien existence et unicité du projeté.

Soit y € C vérifiant (*). Montrons que y = P-(x).Vz € C,

lz=x[?=ll(z=y) = (x = »)II?
=lz=yI?+lx -yl -2z~ y,x - y)
zlz=yl?+lx-yl?
> lx -yl
ie. |[z—x| = ||x—-y|.Deplus, y € C,donc d(y,C)=d(x,C). Doty = P-(x).

Montrons maintenant que P (x) vérifie bien (*). Vz € C, on a
lx =z = [l = P (x)]1?
Or, en développant :

lxx = 2]1% = Il (x - Pc(x)) = (2 = Pe ()12
= |x = Po(0)]I* + ll 2 = Po (x)1I” = 2(x = Pc(x), 2 = P (x))

> |lx = P ()
D’ou, par la derniere inégalité,
Iz = Pc(x)11? = 2¢x = Pc(x), 2 = Pc(x)) 2 0 (o % %)
Soit maintenant z, € C. On va appliquer (* * *)az =1z, + (1 - 1)z, € C pour 1 €]0,1] :

Allzg + Po(x) |1 = 2A{x = P (x), 29 = Pc(x)) 2 0
= Allzg + Po(x)1* = 2(x = Po(x), 29 = Pc(x)) 2 0
=200 - Polx), 20— Po(x)) 2 0
ce que l'on voulait. [

REMARQUE 4

(*) traduit le fait géométrique que I'angle du vecteur P-(x)x avec P;(x)z est obtus pour tout
z € C. En effet, en notant cet angle 6, onapourz € C :

(x = Pc(x),z = Pc(x)) = | x = Pc(x) ][]z = Pc(x) ] cos(6)

et si 0 est obtus, on a bien cos(6) < 0.

COROLLAIRE 5

Soit F un sous-espace vectoriel fermé de H. Alors F @ F- = H.

-

Démonstration. Si x € F n F*, alors | x| = (x,x) = 0, et donc x = 0. Montrons maintenant que
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F+F* =H.Soit x € H. Comme F est un convexe fermé de H (en tant que sous-espace vectoriel
fermé), on peut appliquer le Théoréme|[3] Ainsi, il existe un unique Py (x) € F tel que d(x,F) =
d(x,Pp(x)) et

Vz€eF,(x—Pp(x),z—Pp(x))<0 (%)

Soit z, € F. on peut appliquer (x)az =z, :
(x = Pp(x),29 — Pp(x)) <0
On va également appliquer () az = —zy + 2Pz (x) € F :
(X = Pp(x), =20 + Pp(x)) S0 = (x = Py(x), 2~ Pp(x)) 2 0
Ce qui montre que I'inégalité de (*) est en fait une égalité. On en tire :
Vz € F, (x = Pp(x),2) = (x = Pp(x), 2 — Pp(x)) = (x = Pp(x),0 - Pp(x)) = 0
donc x — Px(x) € F1. En conclusion, on a:

x=Pp(x)+x—-Pp(x)e F+F*t
—_——  ——— —
€F eFt

et on a donc bien la somme directe H = F & F*. O]
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