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Lemme de Morse

En usant (certains diront plutot “en abusant”) du théoreme d’inversion locale, on montre le lemme
de Morse et on lapplique a I'étude de la position d’'une surface par rapport a son plan tangent.

NOTATION 1
Si f:R" — R est une application dont toutes les dérivées secondes existent, on note Hess( f),
la hessienne de f au point a.

Q& EVVE2 \
Soit A, € ¥, (R) inversible. Alors il existe un voisinage V' de A, dans .%#, (R) et une application
¥ :V — GL,(R) de classe €' telle que

VAEV,A="y(A)A,w(A)

- J

Démonstration. On définit I'application

AR - S(R)
M — 'MAM

qui est une application polynomiale en les coefficients de M, donc de classe €. Soit H € .4, (R).

On calcule :

oI, +H)—@(,)="HAy+ A H + "HA, + H
="(AgH) + AgH +o([|H ||?)

ot (|| désigne une quelconque norme d’algebre sur ., (R)). Ainsi, onade; (H) = "(AgH)+AyH.

D’ou
Ker(de; ) = {M € #,(R) | AM € o/, (R)} = Ay <, (R)

On définit donc
F={Me U,(R)| AM € &,(R)} = Ay .%,(R)

etona.#,(R) = F & Ker(dy, ). Ainsi, la différentielle d(¢ ), estbijective (car Ker(d(¢f); ) =
Ker(dg; ) N F = {0}).

On peut donc appliquer le théoreme d’'inversion locale a ¢ : il existe U un voisinage ouvert de
I, dans F tel que (¢ ) soit € !_difféomorphisme de U sur V = ¢(U). De plus, on peut supposer
U < GL,,(R) (quitte a considérer U n U’ ou1 U’ est un voisinage ouvert de I,, dans GL,, (R); qui
existe par continuité de det).

Ainsi, V est un voisinage ouvert de A, = ¢(I,,) dans ¥, (R) vérifiant :
VAV, A="(pp) " (A)A(¢) " (A)

Il suffit alors de poser ¢ = (¢, )~ ! (qui est bien une application de classe €") pour avoir le résultat
demandé. [
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@ LEVIVE 3 w

Lemme de Morse.
Soit f : U — R une fonction de classe € (ou1 U désigne un ouvert de R” contenant I'origine).
On suppose :

e df, =0.
e La matrice symétrique Hess( f), est inversible.
 Lasignature de Hess(f), est (p,n —p).

Alors il existe un difféomorphisme ¢ = (¢,,...,¢,) de classe €' entre deux voisinages de
l'origine de R" V < U et W tel que ¢(0) =0 et

p n
VxeU, f(x)-f(0) =} ¢e(x)- 3 i(x)
k=1 k=p+1

- J

Démonstration. On écrit la formule de Taylor a 'ordre 1 avec reste intégral au voisinage de 0, qui
donne :

F(x) = £(0) +dfy (x) + [ (1= 0)d2f,, (x,x) dt
= f(x)- f(0) = 'xQ(x)x (+)

ol Q(x) estla matrice symétrique définie par Q(x) = fol (1-t)Hessf,, dt (qui est une application
€' sur U car f est € sur U).

Par hypothese, Q(0) = He%(f)" est une matrice symétrique inversible, donc en vertu du Lemme ‘
il existe un voisinage V; de Q(0) dans .#, (R) et une application v : V; — GL, (R) de classe €" tels
que:

VAeV;, A="y(A)Q0)y(A)

Mais, I'application x — Q(x) est continue sur U (puisque f est de classe €> sur U), donc il
existe V, voisinage de 0 dans U tel que Vx € V,, Q(x) € V;. On peut donc définir 'application
M =y 0 Q,, qui nous permet d’écrire

Vx € Vp, Q(x) ="M (x)Q(0)M () ()

Or, Q(0) est de signature (p, n — p), donc d’apres la loi d’inertie de Sylvester, il existe P € GL,,(R)

telle que
Iy ) p (% % %)

~I,,

Q(0)=IP(

=D
Finalement en combinant () avec (*#*) et (* * %), cela donne

Vx € V,, f(x) = f(0) ="(PM(x)x)D(PM (x)x)

9(x)=PM (x)x .
= VxeV,, f(x)-f(0)="@(x)Dy(x)

agreg.skyost.eu


https://agreg.skyost.eu

Lemme de Morse

ce qui est bien I'expression voulue.

Il reste & montrer que ¢ définit bien un difféomorphisme de classe €’ entre deux voisinages de
l'origine. Notons déja que ¢ est de classe €" car M lest. Calculons la différentielle en 0 de ¢. Soit
heV,;

@(h)—@(0) = PM(h)h
=P(M(0) +dM,y(h) +o([ k)
=PM(0)h+o(lln])

d’ou dg,(h) = PM(0)h. Or, PM (0) est inversible, donc en particulier, dg, I'est aussi. On peut

appliquer le théoreme d’inversion locale a ¢, qui donne l'existence de deux ouverts V et W
contenant l'origine (car ¢(0) = 0) tel que ¢ = ¢y, soit un ¢!-difféeomorphisme de V sur W. [

APPLICATION 4 N

Soit S la surface d’équation z = f(x,y) ol f est de classe 6° au voisinage de l'origine. On
suppose la forme quadratique d? f; non dégénérée. Alors, en notant P le plan tangenta S en 0 :

(i) Sid?f, est de signature (2,0), alors S est au-dessus de P au voisinage de 0.
(i) Si d? fo est de signature (0,2), alors S est en-dessous de P au voisinage de 0.

(iii) Si d?f;, est de signature (1,1), alors S traverse P selon une courbe admettant un point
double en (0, £(0)).

Démonstration. Une équation cartésienne de P est donnée par

z=0=f(0) +dfo(x,y)

La différence d’altitude entre la surface S et le plan tangent P au point 1 € R? est donc donnée par

6(h) = f(h) - (f(0)+dfo(h))

et le Lemme 3|permet d’écrire

6(h) = apy(h)* + Py(h)®

ol (a, B) désigne la signature de d*f; et ¢ = (¢;,,) est un €' -difféomorphisme entre deux
voisinages de l'origine dans R?. En particulier, ¢, et ¢, ne s'annulent simultanément qu’en 0.

(i) Sid?f, estde signature (2,0), ona&(h) > 0 pour h voisin de 0 et i1 # 0.
(ii) Sid?f, estde signature (0,2), ona&(h) < 0 pour h voisin de 0 et i1 # 0.

(iii) Sid*f, est de signature (1,1),ona&(h) = ¢,(h)? — ¢,(h)?* et S traverse P selon une courbe
admettant un point double en (0, f(0)).

]
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