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Formes de Hankel

Le but de ce développement est de construire une forme quadratique permettant de dénombrer les
racines réelles distinctes d'un polynéme en fonction de ses racines complexes.

Soit P € R[X ] un polynéme de degré n.

THEOREME 1

Formes de Hankel.

On note x,, ..., x, les racines complexes de P de multiplicités respectives m,, ..., m,. On pose
t
so=netVk=1,s.=) mxk
i=1
Alors:
(1) 0 =X jepo,n-1] Si+;jX:X; définit une forme quadratique sur C" ainsi qu'une forme quadra-
tique o sur R”.
(ii) Sionnote (p, q) la signature de op, ona:

e f=p+q.
* Le nombre de racines réelles distinctes de P est p — g.

J

Démonstration. o est un polyndme homogene de degré 2 sur C (car la somme des exposants est 2
pour chacun des monomes), qui définit donc une forme quadratique sur C". De plus, on peut
écrire :

Vi=1,s,= Y mx'+ Y m(x'+x5)
x; racine de P x racine de P
x,-e[R xieC

donc s =5, ie. s, € R. Donc o définit une forme quadratique oy sur R". D’ou le premier point.

Soit ¢, la forme linéaire sur C" définie par le polyn6me homogene de degré 1
Pe(Xgy oo n Xpo1) = Xo + X Xy + o+ X771 X,
pour k € [0, ¢]. Dans la base duale (e;");c[o,,—1] de la base canonique (e;);cpo, -1 de C", on a

Pr=ey +xpef ++x8 en

Et comme
1 1 1
XO Xy e xt Vandermonde
det((¢i)keqo,r) = ) . +
xdb o xp! xn1

la famille (¢ ) kepo ) €St de rang ¢ sur C. Or, le coefficient de X; X; dans Y4 _, mP¢ vaut

t 2i _ .
D=1 My XE = Siuj SLi=]

t iyt i+j _ ;
D=1 2Py X} Xy = Lgmy 2P Xy " =285, sinon
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donc, o = Y 4_, m;¢%. En particulier, rang(o’) = ¢ par indépendance des ¢;. On en déduit,
p +q =rang(og) =rang(o) =t

(Ie rang est invariant par extension de corps).
Soit k € [0, £]. Calculons la signature de la forme quadratique @3 + @~ :
e Six, €R, ona?+@c> =2¢%, quiest de signature (1,0) car ¢ % 0.

e Six, ¢ R, onag?+¢.2=2Re(p;)* —2Im(¢;)?* qui est bien une forme quadratique réelle. Et
Xy # X, donc la matrice

1 1
Xk Xi
xZ—l ﬁn—l

est de rang 2 (cf. le mineur correspondant aux deux premieres lignes). Donc ¢;. et ¢, sont indé-
pendantes. Ainsi, rang(¢? + ¢.2) = 2 sur C, donc sur R aussi (toujours par invariance du rang par
extension de corps). Donc la signature de @2 + @, est (1,1).

Maintenant, regroupons les ¢, conjuguées entre elles lorsqu’elles ne sont pas réelles :
- 2. % 2, =2
o= ) mpi+ Y, m(@i+er)

k=1 k=1
X €R X €R

En passant a la signature, on obtient :

e Rt

ol r désigne le nombre de racines réelles distinctes de P. Par unicité de la signature d'une forme
quadratique réelle, on a bien p — g = r. D’'ou le point (ii). O
REMARQUE 2

Toutl'intérét de ces formes quadratiques est qu'on peut calculer les s;. par récurrence en utilisant
les polynémes symétriques élémentaires, sans avoir besoin des racines.

PROPOSITION 3 ~

Sommes de Newton.
On pose P = Y7_, a; X*. Les sommes de Newton vérifient les relations suivantes :

(i) so=n.
(i) Vke[L,n—1], s, = —ka,_; X5 s;a,_jri-

(iii) Vp € N’ Sp+n = er'lzl Siap+n—i'
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