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Attention

1. Ce document contient certainement des coquilles. N'hésitez pas a me le signaler. De méme si vous avez
une question.

2. Pour les recasages, ce sont les miens mais ce développement se case peut-étre ailleurs et je n’y ai pas
réfléchi.

3. Il se peut que ce développement dure plus de 15 minutes. J’ai essayé de le découper pour faire des
recollements personnalisés.

Lecons

e 201 : Espaces de fonctions. Exemples et applications.
e 205 : Espaces complets. Exemples et applications.
e 234 : Fonctions et espaces de fonctions Lebesgue-intégrables.
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Théoréeme 1. [1| L’espace (LP(Q), ] - ||p) est complet pour p € [1,+00].

Démonstration. Procédons par étapes.

Etape 1 : le cas p = +oo  Soit (f)nen de Cauchy dans L*°. Soit k& > 1. 1l existe alors Ny € N tel que

1
Vr,q > N, ||fr - fq”oo < %

Il existe alors F négligeable tel que

1
vrvq 2 Nk,vx E Q\Ekv ‘fT‘ - fq|(x) S E

Soit donc FE = U FEy. E est négligeable en tant qu’union de négligeable. On a alors
k>1

Ve ¢ E,Yk >0,z ¢ E.
1
Ainsi, pour tout x ¢ E, Vr,q > Ny, | fr(x)— fy(z)] < T Par complétude de R, on a f, % f. Posons f(x) =0
n o

sur . f est alors mesurable sur €). Il reste donc & montrer deux choses.
1. felL™.
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2. f, Mg

n—-+o00
On en déduira que L est complet.

1. Pour tout r,q > Ny, on a || fr — fylleo < 1. Soit donc x ¢ E. Alors
Vr 2 Nu, | fr(z) = fa (2)] <1
donc Vr > Ny, |fr(2)| < |fn (2)| +1 < ||fn,]]oo + 1 < +00. En passant a la limite, on a donc
Ve € NE, [f(z)| < [|fw floo +1 < +00.

L’inégalité passe au sup a gauche et on a || f]loo < ||fa3; lloo + 1 < 400.

2. Par hypothese, pour tout k£ > 1, il existe N, € N tel que pour tout n > Ny,
Vg = Ni, Vo & B, | fu(z) — fo(z)] <e.

L’inégalité passe donc a la limite quand ¢ — +o00, x ne dépendant pas de ¢g. On a donc

| =

1
donc a partir du rang Ni, on a || fn(z) — f(2)|lec < T Ainsi,

o 2% r

n—-+oo

Cas p € [1,+00[ Soit (fy)n une suite de Cauchy. On souhaite construire une extraction ¢ telle que

* 1
Vn €N 7Hfgo(n+1) - fcp(n)Hp < 27

Une premiere remarque que si on prend k € N, alors il existe un entier ¢(k) tel que Vr,q > ¢(k), || fr — fqllp <
1 C 1
o% ce qui implique que ¥r > o (k), | = forllp < 57

L. Il existe p(0) € N tel que Vr > p(0), || fr — foo)llp < 1.

1
2. Il existe ¢(1) € N tel que Vr > (1), || fr — fomllp < 3 On peut alors supposer que (1) > ¢(0).

1
3. On construit ainsi par récurrence p(k) > @(k — 1) tel que Vr > @(k), || fr — fom llp < o

n
Soit gy, (x) = Z | foks1)(T) — foy(z)]. Par inégalité triangulaire, [|gnll, < 1 et la suite (gn)n est croissante.
k=1

Par le théoréme de Beppo-Levi, g, % g € LP sur Q\E. De plus, pour tout = ¢ E,
n o0

r—1
Vg, r = 2, foiry) (@) = Foi)) < D 1 fotbi1) (@) = foun(@)] < g(@) — gg—1(2) < &
k=q

pour ¢ assez grand. Ainsi, la suite ( f¢(n))n est de Cauchy donc convergente par complétude de R. Notons f(x)
sa limite. Soit x ¢ I et ¢ > 0. Alors il existe Q € N,Vq > Q, |f,(g)(z) — f(2)| < e. On en déduit que

Vo & ENG 22, [for)(@) = f(@)] < |for) (@) = foq) (@) + [foq) (@) = f(2)] < 9(2) — gg-1(x) + & < g(2).
Ainsi, f € L? et par le théoreme de convergence dominée, f, % f puisque

o |fu(x)— f(2)P €5 0 presque partout.
n—+o00
o |fn(z) — f(z)P < gP(x) intégrable puisque g € L.
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