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Attention

1. Ce document contient certainement des coquilles. N'hésitez pas a me le signaler. De méme si vous avez
une question.

2. Pour les recasages, ce sont les miens mais ce développement se case peut-étre ailleurs et je n’y ai pas
réfléchi.

3. Il se peut que ce développement dure plus de 15 minutes. J’ai essayé de le découper pour faire des
recollements personnalisés.

Lecons

e 223 : Suites numériques. Convergence, valeurs d’adhérence. Exemples et applications.

e 224 : Exemples de développements asymptotiques de suites et de fonctions.

e 226 : Suites vectorielles et réelles définies par une relation de récurrence un+1 = f(uy). Exemples.
Applications & la résolution approchée d’équations.
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Théoréme 1. [1 Soit f une fonction définie au voisinage de O vérifiant f(z) = x — azPt! + Ba?PT! 4
0z—0(x?PT) avec o € RY, B € R*,p € N*. Alors il existe n > 0 tel que f([0,1]) C [0,71] et en posant uy €]0,7]
(1+p)a®

et unt1 = f(up) pour tout n € N, si v := 5 —B8#0,o0na
(1 1/p y 1 \'?1In(n) In(n)
Up =\ —— NG + On—+o00 1+L |-
pno pea \ pho n n'tr
Démonstration. 1. Puisque f(z) vérifie ce développement limité, je peux trouver g, h continues au voisinage

de 0 (car f est) telles que dans ce voisinage

o flz) =zg(x),

e - f(z) = azP*h(z),
Ainsi, il existe n > 0 tel que

Vz €]0,n], g(x) > 0,h(x) > 0.
Ainsi,
v €]0,1, f(z) > 0,2 — f(z) > 0.

Ainsi, n >z > f(x) ce qui donne f(]0,7n]) C]0, 7).
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2. Soit ug €]0,n] C]0,n|. Alors (uy), est bien définie par le point précédent. Par ailleurs,
Vn € Nyu, — f(uy) >0

i.e. (un)n est décroissante. Etant minorée par 0, elle converge dans [0, 7] par le théoréme de la limite
monotone. De fait, soit £ € R telle que u, —+> £. Alors 'égalité vraie pour tout n € N up41 = f(uy)
n——+0oo

passe a la limite en £ = f(¢). Or, pour tout ¢ €]0,n|, £ # f(¢). Donc £ =0 et u, — 0.

n—-4o00

3. Faisons 'analogie avec les équations différentielles.

( N

L’idée « analogie » est la suivante :

~ alt
Upt1 — Up ~ aub ™.
!

U

/

Donc v ~ auPt ce qui donne —g R En intégrant, on a
U
1 /
<> ~ constante.
ub
; < 1 L. .
On s’attend donc a ce que —— — —p Soit a peu pres constante.

Regardons donc la quantité

1 1
P
un—i—l Un

pour n € N* et p € N*. Cette quantité est bien définie car ug €]0,n] et cet intervalle est stable par f

donc Vn € N, u,, > 0. On a, puisque u,, — 0
n—-+0o0o

u, = up? = (f(un)) ™ —u,?

= (up — auffl + 5uip+1 + on_>+oo(u%p+1))_p —u,?
_ —-p
=u,” {(1 — aub + Bu + onﬁﬂo(uip)) - 1}

-, (1 (=) (ot + pu) + (_p)(;p_D (~aut +pu2r)’ — 1+ om+oo(uip>)

_ —(p+1
=u,” (pozuﬁ —-p (B + (p;)a2) uip + onﬁﬂm(uip))

On en déduit
—p —p
U —u — pa.
n+1 no, + p

Par le théoréme de Cesaro (ou sommation des équivalents car o # 0), on a

n

-p P
Zuk+1 U 0 P
k=1

Par télescopage, on en déduit :
npo

—-bp
u ~
ntl n—-+00

t.chen.thomas1[at|gmail.com Page 2



Chen Thomas

et on a u, oo Un+1 Puisque f(x)/x = 1. On a donc
1 \/p
o (o)

n—-+oo \ NP

-p - 1 \Px1l/p ~
Uny1 — u,” — pov = pyup + Op—stoo(Up) n—too py (W) ~an

Avec ceci,

donc par le théoreme de sommation des équivalents, puisque a > 0 pour tout n € N*, on a
an

n
- - 0
Z ukfl —u, P —pan e In(n).
k=1

~ u;p
n——+oo

Ainsi,

u,? = pan + %ln(n) + 0n—+o00(In(n))

Ainsi, en passant a exposant —1/p, on a

Uy = [pan (1 +—
pa

_ (paln>1/p [1 B ;pzézlnq(ln)  Onsros <1n7(ln))] '

1\ y 1 \'?In(n) In(n)
= (pna)  pa? (pna) n T Oonoes it )

Finalement,

O
Corollaire 2. Pour f = sin, on a un développement asymptotique. (de méme avec tan,In(1 + -), sinh, ...).
3 2d
Démonstration. Cela s’applique pour f = sin. En effet, sin(z) = = — 3 + 120 + 0y50(2%). On a donc a =
1 1 31 1 1
— — —_— :2t :77—7:7.A. i
67 = 0P T2 5 T 130 500 M
3 3V3In(n) (ln(n)>
Un =\ — = 77 +Oonsqoo | —= |-
n 10 nyn ny/n
O
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