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Attention

1. Ce document contient certainement des coquilles. N'hésitez pas a me le signaler. De méme si vous avez
une question.

2. Pour les recasages, ce sont les miens mais ce développement se case peut-étre ailleurs et je n’y ai pas
réfléchi.

3. Il se peut que ce développement dure plus de 15 minutes. J’ai essayé de le découper pour faire des
recollements personnalisés.

Lecons

e 123 : Corps finis. Applications.
e 125 : Extensions de corps. Exemples et applications.
e 141 : Polynomes irréductibles & une indéterminée. Corps de rupture. Exemples et applications.
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Théoreme 1.
Soit n € N*. On note A(n,q), 'ensemble des polynomes irréductibles de Fy[X] unitaires de degré n et I(n,q)

son cardinal. Alors
n n/2+1

F=Yddq et LT <img< L
o n n
n
En particulier, sur Iy, il existe des polynomes irréductibles unitaires de tout degré et I(n,q) ~ —

n—-4o0o n'
Remarque : seul [4] propose une preuve pour F,[X] mais les idées/arguments sont sensiblement les mémes
dans les autres ouvrages.

Démonstration

Etape 1 : Soit P € F,[X] irréductible unitaire. Alors deg(P)|n <= P|X?" — X =: P,.
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:>E|: Soit d|n. Soit P € A(d,q). On regarde F 4 ~ IF;[X]/(P) qui est un - le & isomorphisme prés — corps
—_d_ _
de cardinal ¢%. Alors Fq*d est un groupe cyclique d’ordre ¢% — 1. Par le théoréme de Lagrange, X © '~ T donc
g _ I __2d g —_ __kd —
X? = X. Ainsi, (X! )"1 = X7 = X" =X et de proche en proche, pour tout k € N*, on a X! = X.
ﬂn
X =

Puisque d|n, on en déduit donc que X. Ainsi, P, = 0 ce qui signifie que P|P,.

<:E| : Soit P, un polynéme irréductible unitaire de [F, divisant P,. Notons d son degré. Puisque X "X
est scindé sur Fyn, P admet une racine « dans Fgn. Soit K = F,(x). Alors K est un corps intermédiaire entre
Fy et Fgn. Puisque [K : F,] = deg(P) = d, et que

[Fgn : K|[K :Fy] = [Fgn : Fy] =n,
on en déduit que d|n.

Etape 2 : Déduire une factorisation de P”'E|

Puisque P, = ¢"X? 71 — 1 = —1 dans F,[X], un facteur carré de P, divise —1 donc est constant ce qui
signifie, en notant P, un systéme de représentants irréductibles unitaires de Fy[X] qui divise P, on a

Po=u]] P
PepP

avec u un inversible de Fy[X] qui vaut 1 par unitarité. Or, par I’étape 1, on a P = |_| A(d,q). On a donc
dln

r.=11 I P

dln PeA(d,q)

Etape 3 : Conclure.lﬂ

En prenant les degrés, on obtient alors

q" = Zdl(da Q)'

dln
De fait, nI(n,q) = ¢" — Z dI(d,q) (ce qui donne un procédé algorithmique pour calculer I(n, q)). On en déduit
i
nl(n,q) < q".

Cela étant vrai pour tout n € N*, on obtient Vd|n,dI(d,q) < q%. Cela donne

. [n/2] ; g2+ -
nl(n.q) > q" =3 q">q" = 3 q'=q" - ——— = q¢" ¢
din d=0 q

d#n

La quantité de droite est strictement positive lorsque n > 3. Pour n = 1, la formule donne I(1,q) = ¢ et pour
n = 2, la formule donne 21(2,q) = ¢*> — q. Ainsi, Vn € N*,I(n,q) > 0. On a donc existence de polynémes
irréductibles de F, de tout degré. Pour I'équivalent, par théoreme d’encadrement, on a le résultat souhaité. [

Pour la formule exacte, nous avons besoin d’un lemme.lﬂ

13], page 423, point 2.

14], page 190, point 2.

. On a le choix.

[1], page 220, corollaire 9.23 ou [2], page 100, 3).
13], paragraphe 11.7

A
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Lemme 2. Pour toutes suites u,v € RN , les assertions suivantes sont équivalentes :

1. Vn € N*ju(n) = Zv(d) (1).
dln

2. Vn € N*,v(n) = %u(d)u (Z) (2).

Preuve du lemme. On va montrer plus général :
L. (RN +, %) est un anneau commutatif unitaire de neutre e : n € N* v 6,1 € {0,1}

2. L’inverse de p est w, la suite constante égale a 1.

Etape 1. On sait déja que (R, +) est un groupe abélien. * est commutatif car d 7 est une permutation
sur les diviseurs de n. La distributivité de % sur + provient de celle xr sur +r. Réglons l'associativité en

remarquant que
S u(dyo (Z) = Y w(dulk).

din 1<d,k<n
dk=n

Cela permet d’écrire

meN (wer)rw)m) = Y Y ulp(u) = Y ulu(hw(k).
1<d,k<n 1<i,j<n 1<i,j,k<n
dk=n ij=d ijk=n

Enfin,

O
Etape 2. Déja, (p* w)(1) = p(l)w(l) = 1. Ensuite, pour n € N>, (u* w)(n) = 3 g, p(d). Si I'on note
T T
n = H p;*, les diviseurs de n sont les d de la forme H pf touVvl <i<rp €[0,q]. Automatiquement, si

i=1 i=1
B; > 2 pour un certain i, alors u(d) = 0 donc

wrom= Y w (Hp;') |
(B1,,Br)e{0,1}7  \i=1

On calcule la somme comme suit : on fixe le nombre de 1 dans le r-uplet, disons k. On fixe un k-uplet ayant
exactement k fois 1. L’entier d construit par ce k-uplet est envoyé sur (—1)* par p. Cette quantité ne dépend
pas de 'uplet choisi. On obtient alors

(pxw)(n) =" (,Z)(—l)’“ =0

k=0
pour r € N*. Donc p*w = e.
On en déduit la formule d’inversion de Md&bius :
D<= (u=v*w) <= (uxp=vrw*p) < (uxp=1v) < (2).

Si on ne veut pas faire la formule d’inversion, on peut conclure par le théoreme de ’élément primitif mais
attention, il faut avoir construit les corps finis comme Perrin et non comme Rombaldi.
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