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Attention

1. Ce document contient certainement des coquilles. N'hésitez pas a me le signaler. De méme si vous avez
une question.

2. Pour les recasages, ce sont les miens mais ce développement se case peut-étre ailleurs et je n’y ai pas
réfléchi.

3. Il se peut que ce développement dure plus de 15 minutes. J’ai essayé de le découper pour faire des
recollements personnalisés.

Lecons

e 159 : Formes linéaires et dualité en dimension finie. Exemples et applications.
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FE est un espace de dimension finie n.

Théoréme 1. [1] Soit (f;)icr une famille d’endomorphismes trigonalisables de E commutant deuzr d deu.
Alors il existe B base de E telles que la représentation de f; dans B soit triangulaire supérieure pour tout i € 1.

Démonstration. Siles (f;); sont tous des homothéties, il n’y a rien a faire, ils sont déja triangualires supérieures
et dans toute base.

On suppose donc qu'il existe au moins un f € {f; : i € I} tel que f ne soit pas une homothétie. Montrons
par récurrence forte sur n = dim(E) l'assertion H,, :

IxeK,Viel, xs(A)=0.

e Pour n =1, il n’y a rien a faire.

e Supposons le résultat acquis jusqu’au rang n—1. Soit X valeur propre de f. f n’étant pas une homothétie,
F:=&,\(f) € E donc dim(F') < dim(E). Puisque Vi € I, fif = ffi,ona Vi€ I, f;(F) C F donc f;p est
un endomorphisme trigonalisable, et ce, pour tout ¢ € I. Ces induits commutent tous deux & deux donc
par hypothese de récurrence, comme dim(F') < dim(FE), il existe un vecteur propre commun a tous les
fir donc a tous les f;.

e Par principe de récurrence, on a le résultat.

Montrons maintenant par récurrence sur n = dim(E) l'assertion K, :

3B base de E, Vi € I, Matg(f;) € T,} (K).

e Pour n =1, il n’y a rien a faire.
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o Supposons le résultat acquis au rang n — 1. Pour tout 4,5 € I, f;f; = f;fi donc 'fi*f; = f;* fi. Ainsi,
puisque Xy, = Xty,, les (*fi)ier sont tous trigonalisables. On en déduit par précédent qu’il existe » € E*
vecteur propre commun a tous les (*f;);cr. Alors Kz est stable par tous les ('f;);e;r donc (Kx)° =: H
est stable par tous les (f;)ier. H étant de dimension n — 1, par hypothese de récurrence, il existe B; tel
que Vi € I,Matg, (f;) € T} 1(K).

Soit donc e € E tel que B := By W {e} soit une base de E. Alors

Vi € I, Matg(f;) = (Mat&(f") *)

01,n—-1 *
donc
Vi € I,Matg(fi) € 7,7 (R).
]
Application.ﬂ Soit up,- -+ ,u, n endomorphismes nilpotent de £(F) qui commutent avec E de dimension

n. Alors u;o---ou, =0.

Démonstration. On les cotrigonalise — ils sont trigonalisables car leurs polynémes caractéristiques est X" —.
Soit B base commune de cotrigonalisation. Puisqu’ils sont nilpotents, le spectre est réduit a {0} donc elles sont
toutes triangulaires supérieures strictes. Notons donc Fy, = (f1,--- , fx). Alors

Vi e I,Vk € [1,n],uw;(Fk) C Fi—1.
Ainsi, par hypothese de récurrence,

(U1 O:-+0 un)(Fn) R%c. ul(Fl) = {0}

donc comme F,, = F,ona uj o---ou, =0. ]

1. Voir le sujet de Mathématiques Générales 2024.
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