Etude de la fonction de Weierstrass

Théoreme : Soit )0 < a < 1etb > 1tel que ab > 1. La fonction f : R — R définie par

+o00
= Z a” cos(b*x)
k=0

est bien définie et est continue mais nulle part dérivable.

Lemme : Soit v € C*°(R) & support compact inclus dans |b™*, b telle que v(1) = 1, f € C)(R) ett € R. On

note ¢ = /Rf(x)u(bk(x —t))dx. Alors

(i) Il existe u € S(R) telle que & = v.

(ii) Si f est dérivable ent, b*c; — 0.

Jj—+oo

Preuve du lemme : Le (i) vient du fait quune fonction test appartient a I’espace de Schwartz et la trans-
formée de Fourier est bijective de cet espace dans lui-méme. On ne va pas s’étendre sur ce point dans ce
document.

Montrons le (ii). Comme f est dérivable en ¢ elle admet un développement limité de la forme f(x) = f(¢) +
(x —t)f'(t)+ R(z — t) ou R(x — 1) = o(z — t). On peut alors reformuler ¢, par linéarité de I'intégrale :
r—

o = / F(tyu(® (@ — 1) + / (2 — ) (Du(® (@ - 0))de + / Rl — yu(b*(x — t))de.

Pour le premier et le second terme on fait le changement de variable s = b*(z — t) ce qui donne

bk bk
/ z—t)f (Oud*(z —t)dz = f(t) / su(s)E = f1)su(0) = f)iw(0) = 0 comme au dessus.

R R b2k b2k b2k

/f u(bF (z —t))dz = f(t) / u(s)E = J(t)a(0) = ( car & = v est & support dans |b™*, b[ et

Majorons maintenant le troisiéme terme grace a ce que l'on sait. Soit € > (. Par définition il existe § > 0 tel

R(x —1t)

que |z —t| <6 = | —
z—1

< ¢. Avec le méme changement de variable qu’au dessus on trouve alors

‘/ Rz — )u(b(z — ))da 37/ jsu(s)|ds < -2 |[sul| .
lo—t|<5 b2 J <o b

la fonction su étant L' car dans Schwartz (qui est stable par multiplication par un polynéme). Pour le reste
on utilise I’astuce suivante :



‘/|x_t|>6R(:c—t)u(bk(a:—t))dx g/x_tw %

[B(z =) _ [f(z) = f(t) = (= = ) /(D)

(z — £)Pu(b(x — t))|dt.

On voit alors que PE PE et donc
[Bx =0 _ 2l[fll 1]l
o —t* T e =t e —t*

Mais comme f est bornée, les deux membres de droite sont intégrables en +o0o donc
R _C

_ llz*ull c
T o b3k

/ R(z — t)u(b*(x — t))dz| < b3k
|z—t[>4

On conclut alors la preuve du lemme car
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Preuve du théoréme : Avec les hypothéses la série définissant f converge absolument donc f est continue.
Pour montrer qu’elle n’est pas dérivable en ¢ € R on va utiliser la contraposée du lemme. La convergence
normale de la série va aussi nous permettre d’intervertir séries/intégrales et on se retrouve alors avec

+o0
cj = Z a® / cos(b*z)u(V (z — t))dx

k=0 R
+oo bk —ibFx

= Z ak/ %u(lﬂ(m —t))dx
k=0 /R
+o0 bk (5 4t) —ibk (S

= Zak/R%u(s)ds—i-ak/R%u(s)ds
k=0
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On remarque alors que %(—b"7) = 0 et 4(b"7) # 0'ssi k = j donc b c; = G qui ne peut pas tendre

vers () car ab > 1 par hypothese. Donc par contraposée du lemme précédent, f n’est pas dérivable en ¢. []

Remarques importantes :

+ On utilise 'espace de Schwartz, prévoyez que 'on vous pose des questions (plutdt élémentaires quand

méme) dessus ! Il faut bien connaitre les définitions et les propriétés de base.

+ Le dev est assez technique, il faut bien I’avoir travaillé.

+ On utilise des propriétés de la transformée de Fourier, ca me semble important de savoir les démontrer
(dans Schwartz ce n’est pas trés compliqué car on peut tout faire : dériver sous le signe intégrale etc.)

+ On a fait une preuve constructiviste la mais le jury a l'air de bien aimer demander si on peut montrer
I'existence de telles fonctions d’une autre maniere et en général ils aiment bien que 'on invoque Baire
(ne regardez pas si vous ne connaissez pas mais c’est un plus pour le jour j) pour dire que 'ensemble
des fonctions continues mais nulle part dérivables forme un G5 dense des fonctions continues.



