Théoreme du point fixe de Kakutani
Achille Méthivier

Théoréme 1. Soit E un espace euclidien et H un sous-groupe compact de GL(E) et un
K une partie non vide, compacte et convexe de E. Supposons que K soit stable par H,
ie. Vu € Hu(K) C K. Alors il existe a € K tel que Yu € H u(a) = a.

Démonstration du théoréme. Définissons une application sur V, par N(z) =
sup,cp ||u(x)||. Alors N est une norme strictement convexe sur F. Tout d’abord, a
x fixé, par continuité de u — ||u(x)|| et compacité de H, le sup existe et est méme
atteint. On dispose de u, € H tel que ||uy(z)|| = N(x). On a aussi

N(z) =0 <= |lug(2)]| =0 <= uy(z) =0 < x =0,
puisque u,; € GL(FE). On vérifie de méme 1’homogénéité et I’inégalité triangulaire,
N(z +y) = [|uery(@ + Y| < |[ttory (@) + [[ttory (W) < N(z) + N(y).

Cela montre par la méme occasion que, si N(x + y) = N(z) + N(y) alors

a1y (%) + vaty (W] = [ty (@)]] + [ty (9)]|

et comme une norme euclidienne est strictement convexe, il existe A > 0 tel que
Upty(Y) = Mgty () et donc y = Az par injectivité.

Montrons maintenant qu’il existe un unique a tel que N (a) = inf,cx N(x). L'existence
est assurée par la continuité de N (norme en dimension finie) et la compacité de K. Soit
b tel que N (b) = N (a), alors par convexité de K onac = 3(a +b) € K mais

N(c)=N <;(a+b)> > N(a) = w

donc N(a+b) = N(a)+ N(b). llexiste A > 0 tel que a = \b et comme N (a) = N (b)
on a nécessairement A = leta = b.

11 ne reste plus qu’a vérifier que a est point fixe de tous les éléments de H. Soitu € H,
comme ’application v € H — v ou € H est une permutation du groupe H, on a

N(u(a)) = sup |[[vou(a)ll = sup lv(a)|| = N(a),

donc u(a) = a par unicité. O

Application 2. Soit G un sous-groupe compact de GL(E), alors G est conjugué a un
sous-groupe de O(FE).

Démonstration. On note .(E) I’ensemble des endomorphismes symétriques de F
qu’on munit du produit scalaire (u, v) = tr(u o v) qui lui confére une structure d’espace
euclidien. On regarde le morphismes de groupes suivant

¢: GL(E) — GL(S(F))
u — (v uovou).
Alors ¢ est continue car, pour ug, v € GL(E) (muni d’une norme d’algebre || - ||), on a

[luo 0 v oug —uowvou ||| < lugowo (up —u)*[| +[[(u —up) o vou]

= (IIUoI Nl(uo — w)*|| + [Ju*]| - ||uo—ul>llv|,

done [[(1x) — (o)l || < [fuoll - [(wo — w)*[| + lu*]| - luo — ull, et par continuité de
I’adjoint, on obtient ||| (u) — ¢(ug)||| = 0 quand u — wug.

L’ensemble C = {vov* : v € G} C .¥(F) est compact comme image du compact
G par ’application continue v +— v o v*. Posons H = ¢(G), c¢’est un sous-groupe de
GL((E)), compact puisque ¢ continue. De plus, I’ensemble C' est stable par H. En

effet, pour u, v € G,
p(u)(vov*) =uo(vov*)ou* = (uowv)o(uow)" €C,

car u o v € G. Comme C est contenu dans le convexe . (E) (les éléments de C
sont symétriques et inversibles) son enveloppe convexe K est encore contenue dans
STT(E). Par linéarit€ des ¢(u), pour u € G, K est encore stable par H. De plus,
comme C' est compact, par le théoreme de Carathéodory, K est aussi compact. Par le
théoreme précédent, il existe w € K C .7 ++(E) point fixe de tous éléments de H,
c’est-a-dire que

Yoe G pv)(w)=vowov" =w.

En notant v € .+ (E) laracine carré de w = u? = wou*, on obtient vouou* ov* =

wou* donc (u=tovowu)o (utovou)* =1Id. Celadit bien que u=! ovou € O(F)
donc u~*Gu est un sous-groupe de O(E). O
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