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Théorème 1. Pour x > 0, on définit

Γ(x) =

∫ ∞

0

e−t tx−1.

Alors la fonction Γ : R∗
+ → R∗

+ ainsi définie vérifie les trois propriétés suivantes :
1. pour x > 0,

Γ(x+ 1) = xΓ(x),

2. Γ(1) = 1.

3. la fonction ln(Γ) est convexe sur R∗
+,

et c’est la seule.

Démonstration du théorème. Établissons les 3 propriétés pour la fonction Γ. Notons
f(x, t) = e−t tx−1 définie sur

(
R∗

+

)2
. La fonction de t est mesurable car continue et la

fonction de x est C∞. On a, pour k ∈ N,

∂kf

∂xk
(x, t) = ln(t)k e−t tx−1.

Soit x ∈ [a, b] ⊂ R∗
+, on a∣∣∣∣∂kf

∂xk
(x, t)

∣∣∣∣ ≤ φk(t), φk(t) =

{
| ln(t)|kta−1 pour t ∈]0, 1]
(ln(t))ke−ttb−1 pour t > 1.

Or, la fonction φk est intégrable sur R∗
+, car φk(t) = o(ta/2−1) quand t → 0+ et

φk(t) = O(e−t/2) quand t → ∞. On en déduit que Γ est de classe C∞ sur R∗
+. Posons

g(x) = ln(Γ(x)), on a g′′(x) = ΓΓ′′−(Γ′)2

Γ2 . Or, par l’inégalité de Cauchy-Schwarz,(∫ ∞

0

(
t(x−1)/2 e−t/2

)(
t(x−1)/2 ln(t) e−t/2

)
dt

)2

≤
(∫ ∞

0

tx−1 e−t dt

)
(∫ ∞

0

(ln(t))2tx−1 e−t dt

)
,

ce qui donne exactement Γ′(x)2 ≤ Γ(x)Γ′′(x) et donc g′′(x) ≥ 0. On a bien que ln(Γ)
est convexe. La deuxième assertion est un simple calcule d’intégrale et la première s’ob-
tient par l’intégration par partie suivante

Γ(x+ 1) =

∫ ∞

0

e−t tx dt =
[
−tx e−t

]∞
0︸ ︷︷ ︸

=0

+

∫ ∞

0

xtx−1 e−t dt = xΓ(x),

qui est possible puisque tx e−t → 0 quand t → 0 ou ∞.

Considérons maintenant f : R∗
+ → R∗

+ vérifiant les 3 même assertions et posons
φ = ln(f). Par l’assertion (1), il suffit de montrer que φ est uniquement déterminer
sur l’intervalle [0, 1[. Or φ(0) = 1 et pour x ∈]0, 1[, on a φ(x + 1) = φ(x) + ln(x).
Fixons donc x ∈]0, 1[, comme φ est convexe, la fonction

y ̸= x 7→ φ(x)− φ(y)

x− y
,

est croissante. On a alors,

φ(n+ 1)− φ(n)

n+ 1− n
≤ φ(n+ 1)− φ(n+ 1 + x)

n+ 1− (n+ 1 + x)
≤ φ(n+ 1)− φ(n+ 2)

n+ 1− (n+ 2)
.

Après simplifications,

φ(n+ 1)− φ(n) ≤ φ(n+ 1 + x)− φ(n+ 1)

x
≤ φ(n+ 2)− φ(n+ 1).

Or φ(n+ 1) = ln(n!), on en déduit

ln(n) ≤ φ(n+ 1 + x)− φ(n+ 1)

x
≤ ln(n+ 1).

De plus,
φ(n+ 1 + x) = φ(x) + ln[x(x+ 1) . . . (x+ n)],

donc

x ln(x) ≤ φ(x) + ln[x(x+ 1) . . . (x+ n)]− ln(n!) ≤ x ln(n+ 1),

et finalement

0 ≤ φ(x)− ln

(
n!nx

x(x+ 1) . . . (x+ n)

)
≤ x ln

(
1 +

1

n

)
.

L’expression de droite tend vers 0 lorsque n → ∞, on en déduit que φ(x) est unique-
ment déterminée.
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