Caractérisation de la fonction I
Achille Méthivier

Théoréme 1. Pour x > 0, on définit

I‘(m):/ e Tl
0

Alors la fonction I" : R — R’ ainsi définie vérifie les trois propriétés suivantes :
1. pour x >0,
I(x+1) =2l(x),
2.T(1) =1
3. la fonction In(I") est convexe sur RY,,
et c’est la seule.

Démonstration du théoréme. Etablissons les 3 propriétés pour la fonction T'. Notons

flx,t) = e~t¢*~1 définie sur (Rj)% La fonction de ¢ est mesurable car continue et la
fonction de x est C*°. On a, pour k € N,
ok ,
8—3}:(36, t) =In(t)Fe t oL
Soitz € [a,b] C RY,ona

ok f

W(fﬂ‘ < en(t), en(t) = { o pour  €]0, 1]

(In(t))ke =1 pourt > 1.

Or, la fonction ()}, est intégrable sur R* , car @i(t) = o(t*/?>~') quand t — 0F et
or(t) = O(e™*/?) quand t — co. On en déduit que I est de classe C™ sur R* . Posons

g(z) = In(I'(z)), ona g"(x) = w Or, par I'inégalité de Cauchy-Schwarz,
o0 2 %)
(/ (t(ac—l)/2 e—t/2) (t(x—l)/Q 1n<t)e—t/2) dt) < (/ ja—1 o=t dt)
0 0

(/Ooo(ln(t))2ﬂ—1 et dt) ,

ce qui donne exactement I''(x)? < T'(z)I"(x) et donc g”(x) > 0. On a bien que In(T")
est convexe. La deuxiéme assertion est un simple calcule d’intégrale et la premiere s’ob-
tient par I’intégration par partie suivante
o oo
MNz+1) = / e 'ttdt = [—t" e_t]go +/ ot* e tdt = 2T(x),
0 —_—— Jo
=0

qui est possible puisque t* ¢~ — 0 quand ¢ — 0 ou co.

Considérons maintenant f : R} — R7 vérifiant les 3 méme assertions et posons
@ = In(f). Par Iassertion (1), il suffit de montrer que ¢ est uniquement déterminer
sur I'intervalle [0, 1[. Or »(0) = 1 et pour z €]0,1[, on a p(z + 1) = ¢(x) + In(x).
Fixons donc = €]0, 1], comme ¢ est convexe, la fonction
Y4z DB
r—y
est croissante. On a alors,

¢(n+1) —¢(n)
n+1—n

< pn+1)—pn+1+2x)
n+l—(n+1+2x)

< pn+1)—o(n+2)
n+l—(n+2) °
Apres simplifications,
en+1+z)—pn+1)
x

p(n+1) —p(n) <
Or p(n + 1) = In(n!), on en déduit

In(n) < pn+14+z)—pn+1)

<pmn+2)—pn+1).

<lIn(n+1).
De plus,
on+1+z)=9(@) +nfzx+1)...(z+n),
donc
zln(z) < p(z) + Infz(x+1)...(z+n)] — In(n!) < zln(n + 1),
et finalement

05 p(@)—n (1:(;1:—|— 1T)l!.7.1f(x+n)) <zl (1 + rlz) '

L expression de droite tend vers 0 lorsque n — oo, on en déduit que ¢(x) est unique-
ment déterminée. O
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