Une suite de Fibonacci aléatoire

Lecons. 223, 224, 226, 230, 235, 261, 262, 264, 266.

Théoréme. Soient (p,)neny €]0, 1[N et (Y;,)nen une suite de variables aléatoires indépendantes de lois
respectives B(1,p,). Soit (U, )nen la suite définie par :

Upio = U, + YUy, pour tout n € N
Uo == U1 - 1

n—-+00

+o0o
(i) Si an = 400, alors U, —=— +00.
n=0
(ii) Soient f : (x,y) = 1+ £ et (an)nen la suite (déterministe) définie par

any1 = f(ap, 1), pour tout n € N
Qo =1 .

Si (pn)nen est constante égale a p €10, 1], alors :

n n—-+oo

! In(U,) > iln(ai)(l —p)p'.

Preuve de (i).

Une récurrence immédiate permet de montrer que la suite (U,)nen est presque sirement positive. On en
déduit que pour tout n € N, la variable aléatoire U, o — U, 1 = Y, U, est presque stirement positive, et
donc, (Up,)nen croit, presque strement.

Par télescopage et par croissance de (U, )nen, pour tout n > 2 :

n—2 n—2
U,-U, = (Uksz — Ups1) = ZYkUk
k=0 k=0
n—2
> Uy Y, = Card{k‘ € [[O,TL - 2]],Yk = 1}
k=0
+o0 +oo
On a ZIP(Yk =1) = Zpk = 400 et les variables aléatoires Y) sont indépendantes. Donc d’aprés le
k=0 k=0
lemme de Borel-Cantelli 2, on a IP(lim sup(Yy = 1)) = 1, autrement dit, presque sirement, une infinité
k—+o00

d’événements (Y;, = 1) sont réalisés.

En particulier, Card{k € [0,n — 2],Y; = 1} —2— 400, et par comparaison, on a également
n—-+o0o

.S.
U, 2 4.
n—-+o0o

Preuve de (ii).
On suppose désormais que p,, = p pour tout n € N.
Etude de la suite (a,)nen-

La suite (ay)nen est correctement définie car ag = 1 € [1,2] et

F(1,20,1) = BQ} ca.
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FIGURE 1. Premiers termes de (a,)nen-

La fonction f(-,1) étant décroissante sur [1,2], (@, )nen €t (a2n41)nen sont monotones de monotonies
contraires. Comme ces deux suites sont bornées, elles convergent, nécessairement vers un point fixe de
f(-,1) 0 f(-,1), et ce par continuité de f(-,1). Or aprés calcul, f(-,1) o f(-,1) : x — 221 application qui

z+1 7
%5 pour unique point fixe sur [1,2]. Donc (a2, )nen €t (@2,11)nen et par suite

admet le nombre d’or ¢ =
(an)nen convergent vers .

Introduction d’une chaine de Markov auxiliaire.

Un+1

Introduisons la suite (V},),en définie par V, = pour tout n € N. Ainsi définie la suite (V},)pen vérifie

n
Vo = 1 = ag et la relation de récurrence : Vn € N, V., =1+ % = f(Vpn,Yy). La suite (V},)nen évolue
donc dans l'espace d’états E = {ay, k € N} selon une dynamique markovienne que 1’on peut illustrer par

le graphe pondéré ci-dessous.

F1GURE 2. Graphe pondéré de la chaine de Markov (V},)en.

Proportion moyenne de temps passé en ag. Pour tout n € N*, on pose N, = > 7" | L(y,—4,). Clest le
nombre de visites de I'état ag par (V},),en entre les instants 1 et n. Pour tout n € N* on a :

Np = z; ]]'(Yiflzo)'



Les variables aléatoires (1(y, ,—o))ien+ sont indépendantes et de méme loi B(1,1 — p), d’espérance 1 — p.
En vertu de la loi forte des grands nombres, on a alors :

1 s.
—N, 25 1-p. (1)

En particulier, puisque 1 — p > 0, on a aussi :
N, 22 +too. (2)

Temps d’atteinte successifs de ay et durées d’excursions. On définit la suite (7),cy des temps
d’atteinte successifs de ag par :

T+ =min{n > T V, = ay}, pour tout r € N
() =0 .

Pour tout 7 € N, P(T") < 400) = 1. En effet, garantit que presque strement, (V,)nen revient une
infinité de fois en ag. Pour tout r € N*, on pose

A, =70 — 701

Y

qui est la durée de la 7° excursion de (V,,),en en dehors de I'état ag.
— Montrons que les A, 7 € N*, ont la méme loi G(1 — p).

Soient r € N* et j € N. Sachant (T~ = §), la variable aléatoire A, est le rang de la premiére réalisation
d’un des événement ((Y; = 0));>; (qui sont indépendants et de méme probabilité 1—p). La loi conditionnelle
de A, sachant (TU~Y = j) est donc G(1 — p).

Mais ((T"~Y = 7)) ey est un systéme complet d’événements, on a doncﬂ bien A, ~ G(1 —p).

— Montrons que les A,, r € N*, sont mutuellement indépendantes.
Soient k > 2 un entier et (i1, s, ...,7;) € (N*)k. On pose s, = Z;;} i; pour tout r € N*. On a :

k

ﬂ (A, =1i,) = 6 (j@j(ysrﬂ =1)N (Y 4i,-1 = 0)) :

r=1

Donc, par indépendance des (Y;);en, on a :
k k -
P ( Ne= >> = ITP (5050 = 0N 0 =0)
k ir—2
= H (IP(Y;TJml = 0) H P(Y,, 1 = 1))
r=1

§=0
k k

=[[a-pp"" =[P (A =4,),
r=1 r=1

ce qui achéve la preuve de l'indépendance de (A, ), en--

Preuve d’un théoréme ergodique. Pour tout n € N*, on a :

TWn+1) 7 Np+1 T -1 Np+1A,—1
> W) =3 > W)= > Infa)
i=0 r=1 ;—p(r-1) r=1 i=0

1. Ecrire la formule des probabilités totales appliquée a (A, = k) relativement au systéme complet d’événements (T = j));en
pour tout k € N*,



Ap—1

Pour tout r € N*, on pose alors Z, = Z In(a;).
i=0
Les variables aléatoires Z,., r € N*, sont indépendantes par indépendance de la suite (A, ),.cn+, et de méme

loi. Montrons qu’elles sont aussi intégrables. On constate que :
+oo
Vr S N*, Zr = Zln(ai)]lmrziﬂ),

=0

donc en utilisant successivement le théoréme de Fubini-Tonelli et le fait que (ag)ren soit & valeurs dans

[1,2], on a :
“+o00
E[Zl] = Z E [1n(ai)ﬂ(A12i+1):|
i=0
+oo
=0
“+oo +0o0
i i In(2)

Donc d’aprés la loi forte des grands nombres :

1< 5.
= Z, 2 E[Z).
n

r=1

n—-4o0o

Finalement, d’aprés (1)), et (3), on a :
Nat1

p T N, +1 1
t In(V;) = == X Z, -2 s (1 —p)E[Z,].
- ; n(V;) - N1 2 P (1—-p) E[Z,]

(Nn) _
La méme convergence est valable pour (% Z?:]OV ! 111(%)) - Reste a constaterﬂ que pour tout n € N*,

on a TWn) < n < TWnth) ce qui implique :

1 TNn) 1 1 n—1 1 TNn+1)_q
— In(v;) < — In(v;) < — In(V;
o & S E s 2 h

par positivité des (In(V;));en. Done par théoréme d’encadrement :

% i (V) == (1-p)BlZi] = Zln(ai)(l —p)p'.

—_

n—1 n—

Or par télescopage, Z In(V;) =
i=0

(In(Ui41) — In(U;)) = In(U,,) pour tout n € N*. Finalement :

0

B
Il

n n—-+oo

1 o X .
In(U,) === "In(a;)(1 — p)p',
=0

O

ce qui achéve la preuve.

1. En effet, TWn) est le temps du dernier retour en ap entre les instants 1 et n, donc TWn) < n, et TWntD) e temps de

retour en ap suivant, donc TWntl) 5 o



